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Prefácio 


Dada a rapidez das transformações que hoje ocorrem 
nas ciências e na utilização do conhecimento científico, o 
ensino de ciências e engenharias apresenta desafios que pe- 
dem freqüentes revisões do conteúdo dos programas e da 
própria filosofia de ensino. No cenário global do ensino uni- 
versitário dois pontos têm maior realce. Por um lado, a rápi- 
da expansão do conhecimento tem causado um alongamen- 
to cada vez maior no processo de formação de profissionais 
bem qualificados. Por outro, a massificação do ensino uni- 
versitário conduz necessariamente à proposição de progra- 
mas de ensino acessíveis não só a uma minoria de candida- 
tos intelectualmente muito bem-dotados. Em conjunção, es- 
ses dois fatores têm levado a uma excessiva especialização 
dos profissionais formados pelas universidades e a um cres- 
cente declínio nos padrões da formação científica obtida nos 
cursos. Os livros de texto empregados muito têm contribuído 
para a queda de qualidade dos graduados nas universidades. 
Na verdade, muitos autores vêm cometendo o equívoco de 
retirar de seus livros de texto os componentes mais 
formativos que se esperam dos mesmos, esvaziando-os de 
real conteúdo científico e inflando-os com lengalengas in- 
formativas de fácil digestão. Apesar de reconhecerem a ine- 
ficácia formativa de tais livros, essencialmente todos os pro- 
fessores universitários da minha convivência acabam por 
adotá-los visando a minimizar os índices de reprovação, que 
cresceram com a massificação. Aí está o que parece ser um 
outro equívoco: o abaixamento do nível do curso induz ine- 
vitavelmente um menor grau de interesse e dedicação dos 
alunos, e, em consegiiência, o índice de reprovação pode 
acabar aumentando, em vez de diminuir. 

Algumas convicções, acumuladas durante quase trinta 
anos de experiência como professor e pesquisador, foram 
meu guia na elaboração deste livro, e algumas serão expos- 
tas aqui. 

A física é uma ciência de enorme beleza e exerce uma 
atração incomum sobre as pessoas que olham para a Nature- 
za e questionam como esse maravilhoso aparato funciona. 
Prova disso é o extraordinário sucesso dos bons livros de 
divulgação científica, quase todos voltados para a física. Além 
do mais, vivemos em um ambiente no qual a tecnologia tem 
presença cada vez maior, e muitas vezes parece quase-mági- 
ca. O desejo de entender essas maravilhas já pode ser enqua- 
drado entre as carências fundamentais do homem contem- 
porâneo. É inegável que a física tem sido o principal propul- 
sor dessas transformações. Portanto, qualquer curso de fí- 
sica básica deve visar com alta prioridade à satisfação do 


desejo quase universal de entender a Natureza e a exploração 
dos fenômenos naturais na tecnologia. Isso é o que esperam 
os estudantes, e é notável a sua dedicação a um curso que 
atenda aos seus anseios e expectativas. 


O principal objetivo do curso de Física Geral é dar ao 
estudante uma visão introdutória geral da estrutura da física 
e iniciá-lo nos métodos de abordagem que fizeram dela uma 
ciência tão bem-sucedida. Aprender física é, na verdade, pas- 
sar por um processo de ligações neuroniais que leva a um 
dos tipos de mentes mais bem preparadas para resolver pro- 
blemas de variados tipos e também para formular perguntas 
de maneira inovadora. Sem essas ligações neuroniais, quase 
nenhum proveito se obtém do processo formativo. São elas 
o que resta quando o aluno já esqueceu quase todo o resto! 
Sou adepto da crença, compartilhada por um número cada 
vez maior de pessoas informadas, de que o aprendizado ade- 
quado da física é a melhor preparação para o exercício das 
ciências naturais e das engenharias. A capacidade de mode- 
lar sistemas e a própria Natureza, a exploração das simetrias 
do problema a ser investigado, o hábito da análise preliminar 
em busca da abordagem mais eficaz e econômica para o 
problema, tudo pode se desenvolver de modo surpreendente 
e natural com um bom curso de Física Geral. Tal curso deve, 
portanto, enfatizar os conceitos, o amadurecimento dos mé- 
todos seminais da física, a arte de pensar cientificamente e, 
acima de tudo, o espírito crítico. Tudo isso, é claro, sem 
omitir a conexão entre, por um lado, essa estrutura teórica, 
e, por outro, os fenômenos da vida diária e os feitos da tec- 
nologia. É um erro esperar que o aluno típico entenda todo o 
conteúdo do curso. Se isso ocorrer, o curso de fato terá sido 
insuficiente. Com o treinamento dos métodos e a percepção 
global da estrutura, as lacunas sempre podem ser preenchi- 
das oportunamente. 


Com a ampliação das fronteiras científicas, para acomo- 
dar a formação de cientistas e engenheiros qualificados em 
tempos aceitáveis de escolaridade, é inevitável que temas mais 
modernos, anteriormente apresentados somente em cursos 
mais avançados, sejam iniciados já na Física Geral. A física 
quântica, a relatividade restrita e a física estatística, por 
exemplo, que há quatro décadas só eram iniciadas no tercei- 
ro ano da universidade, hoje sem dúvida têm que ser apre- 
sentadas de maneira introdutória no início do curso. Intro- 
dutório, entretanto, não significa meramente informativo. Os 
conceitos fundamentais dessas teorias devem ser ensinados 
e enfatizados. Para que isso seja praticável, é por outro lado 
necessário que outros temas, cuja relevância para a forma- 


ção básica não seja mais tão essencial, sejam omitidos. Os 
professores perceberão a ausência de vários temas tradicio- 
nais no presente livro. Para acomodar no exíguo espaço do 
curso o que considero prioritário, tive que abrir mão de al- 
gum material que há décadas compõe os textos utilizados 
nos cursos. Um curso tem que ser visto como uma nave 
espacial, que só traz o que é realmente valioso. Na ciência 
moderna, o que mais conta são os temas que servem de base 
para muitos outros desenvolvimentos. Vielas que são um fim 
em si mesmas e não levam a outros horizontes não coube- 
ram nesta pequena nave. 


Mesmo após todo o esforço para limitar o material que 
ele abrange, este livro ainda será muito longo para a maioria 
dos cursos. Por isso, vários capítulos apresentam seções 
opcionais, e alguns capítulos são inteiramente opcionais. 
Nenhum tema subseqüente depende de material opcional para 
ser compreendido. Portanto, a omissão dessas partes não 
comprometerá a continuidade do curso em nenhum aspec- 
to. Além disso, dois capítulos de cinemática podem ser ig- 
norados por alunos que trouxeram alguns rudimentos de fí- 
sica do segundo grau. Nas instruções Ao Professor, são da- 
das algumas sugestões sobre maneiras de selecionar os te- 
mas do curso. 


Um dos grandes objetivos de um curso de ciências ou 
de matemática é, sem dúvida, desenvolver no aluno a capa- 
cidade de resolver problemas. Para isso, é necessário que o 
livro contenha um bom número (não excessivo!) de exercí- 
cios resolvidos, com os quais o estudante aprenda estraté- 
gias diversas de abordagem de problemas e de execução dos 
cálculos envolvidos. Além disso, ao final de cada capítulo o 
aluno deverá encontrar uma lista (não excessiva!) de proble- 
mas propostos, com os quais possa praticar suas próprias 
habilidades. Isso, entretanto, não é tudo, e um livro de ciên- 
cias não pode ser uma espécie de guia prático para a solução 
de problemas. Certamente, mais importante do que saber 
resolver problemas é saber formulá-los. A comunidade cien- 
tífica conta com um enorme número de pessoas muito bem 
treinadas para resolver problemas, mas os grandes desta- 
ques sempre foram aqueles que melhor souberam formular 
perguntas. Inúmeros problemas foram considerados insolú- 
veis até que alguém os formulou de maneira mais adequada e 
sugestiva. Algumas vezes, a reformulação de um problema 
“insolúvel” transformou-o em uma quase-trivialidade. 


Infelizmente, não dispomos de um método de treinamento 
em formulação de problemas análogo ao método de treina- 
mento na sua solução. Entretanto, um curso muito pode fa- 
zer nesse sentido. Por um lado, no nosso caso específico, a 
física não pode ser exposta de modo a sugerir que os gran- 
des problemas estão resolvidos, ou pelo menos adequada- 
mente formulados. Ao longo deste livro, procurei, sempre 
que possível, deixar visíveis as deficiências e as fronteiras 
do conhecimento. Em algumas situações, mostrei claramen- 
te que as limitações de uma teoria decorreram da aceitação a 
priori de certas “verdades”, ou seja, as falhas devem ser 
debitadas à ausência de perguntas que deveriam ter sido pre- 
viamente formuladas. Em outras situações, apresentei para- 


doxos em que duas soluções para o mesmo problema são 
conflitantes, e quase sempre ficou evidente que uma das 
soluções estava errada porque desconsiderou perguntas que 
deveriam ser previamente formuladas e respondidas. Não 
bastasse isso, confesso que a razão mais forte que me levou 
a apresentar a física como algo em construção, com tantas 
perguntas sem resposta e fronteiras tão amplas por explorar, 
foi o medo de ver o melhor aluno concluir: “Cheguei muito 
tarde; já fizeram a física. Vou para a biologia, onde a festa 
está no começo”. 


Este livro é dividido em duas partes. A Parte I, que inclui 
os três primeiros volumes, aborda as partes da física que já 
se enquadraram com sucesso no paradigma newtoniano, ou 
seja, o pressuposto de que as leis fundamentais da Natureza 
possam ser formuladas em forma de equações de movimen- 
to. A Parte II, contida no volume 4, trata de alguns sistemas 
complexos e das fronteiras do conhecimento fundamental. 
A expressão sistemas complexos é aqui empregada em senti- 
do um pouco diferente do consagrado. Qualquer sistema que 
não tenha solução completa, com base em suas equações de 
movimento, é aqui tratado como complexo. Um gás ideal é, 
portanto, um sistema complexo, como de resto qualquer sis- 
tema macroscópico. 


Todo o livro foi elaborado em um período de 30 meses, 
durante os quais trabalhei como Pesquisador Visitante no 
Instituto de Física da Universidade de Brasília, com bolsa do 
Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecno- 
lógico — CNPq. O apoio do CNPq e da UnB, onde se desta- 
ca a extrema hospitalidade de todo o pessoal do Instituto de 
Física, foi essencial para esta realização. Recebi também o 
inestimável apoio de muitos colegas da comunidade de físi- 
cos, de modos diversos, como discussões de idéias, assis- 
tência na preparação de figuras, leituras críticas de partes do 
texto e, em alguns casos, constante estímulo e aconselha- 
mento. Agradeço com sinceridade o apoio recebido de Aderbal 
Carlos de Oliveira, Alfredo Gontijo de Oliveira, Antônio Cleves 
Nunes de Oliveira, Antônio Luciano de A. Fonseca, Cláudio 
Duarte Maia, Dalci Maria dos Santos, Elmo Salomão Alves, 
Fernando Albuquerque de Oliveira, George Cajaty Barbosa 
Braga, Geraldo Mathias Ribeiro, José Felippe Beaklini Filho, 
José Francisco de Sampaio, Júnio Márcio Rosa Cruz, Márcio 
Quintão Moreno, Paulo César de Morais, Paulo Sérgio da 
Silva Caldas, Ramayana Gazzinelli, Ricardo Schwartz Schor, 
Thoroh de Souza, Vijayendra Kumar Garg e Waltair Vieira 
Machado. À minha esposa Maria Helena devo enorme reco- 
nhecimento pela compreensão e apoio durante a realização 
deste trabalho. 

A editoração deste livro envolveu estreita interação com 
meu editor, Aluísio Affonso, e com sua colaboradora, Myrthes 
Freire, que deram várias sugestões que muito contribuíram 
para o aprimoramento da obra. Em particular, a idéia de co- 
locar nas margens os tópicos a serem destacados resultou 
dessa interação. Sou muito grato a ambos por sua dedicação 
neste trabalho editorial. Agradeço também o esmero da 
Reichmann & Affonso Editores visando à qualidade editorial 
e gráfica desta obra. 


Ao professor 


Em termos ideais, um curso baseado nos quatro volu- 
mes deste livro deverá ser dado em quatro semestres letivos, 
cada semestre constando de um mínimo de 60 horas de au- 
las teóricas. Pressupõe-se também que o curso teórico será 
complementado simultaneamente por um curso de física 
experimental no qual o aluno não só irá aprender métodos 
experimentais, mas também tomará contato com vários fe- 
nômenos explorados no curso teórico. O curso poderá tam- 
bém ser dado em três semestres, desde que se faça uma 
rigorosa seleção de tópicos do livro a serem incluídos. De 
fato, é provável que nem mesmo um curso de quatro semes- 
tres possa cobrir adequadamente todos os tópicos contidos 
no livro, e portanto o professor terá que selecionar os assun- 
tos com base na sua experiência e nas suas preferências. 
Visando a facilitar essa seleção, apresentaremos uma visão 
panorâmica do livro, na qual se poderá identificar o que pode 
ser retirado sem gerar lacunas sérias na formação do aluno 
nem dificultar o aprendizado de tópicos posteriores do pró- 
prio livro. 

Um dos fatores que impedem o ensino mais intensivo da 
física básica são as dificuldades iniciais dos estudantes na 
manipulação do cálculo diferencial e integral. Em grande parte 
isso pode ser sanado se a física básica for ministrada em 
três semestres, com início no segundo semestre do primeiro 
ano do curso universitário. Esse esquema tem sido utilizado 
com grande sucesso na Universidade Federal de Minas Ge- 
rais, nos últimos 25 anos. O presente livro adapta-se muito 
bem a esse formato de curso por ser compacto e utilizar o 
cálculo de forma um pouco mais intensa. 

Obviamente, o planejamento do curso, sobretudo de seus 
tópicos iniciais, tem que levar em conta a formação prévia 
dos estudantes. Quase todos os alunos que ingressam nas 
universidades públicas brasileiras, e também em algumas das 
universidades privadas, trazem do segundo grau considerá- 
veis noções de física e matemática. Não levar isso em conta 
e começar o curso em nível muito elementar gera inevitavel- 
mente grande decepção nos estudantes. Ao professor cujos 
alunos tenham bom padrão de conhecimento aconselha-se 
omitir toda a parte de cinemática (Capítulo 2/Movimento 
retilíneo, e Capítulo 4/Movimento no espaço e no plano), 
sob pena de ver desaparecerem de suas aulas todos os me- 
lhores estudantes. O Capítulo 1 (O que é física) é um pre- 
âmbulo que requer pouco trabalho adicional do leitor, e pode- 
se abordá-lo em duas horas de aula. Assim, já na primeira 
semana pode-se iniciar o Capítulo 3 (Caráter tensorial das 


grandezas físicas). Esse capítulo é uma introdução à álgebra 
vetorial, contida em quase todos os livros de física básica, e 
também já parcialmente conhecida pelos calouros. O Capí- 
tulo 3, porém, explora de modo mais profundo as noções de 
vetores, incluindo as transformações de coordenadas e o 
conceito de tensor. Esse capítulo acaba sendo também uma 
introdução ao tema simetria das leis físicas, que permeia todo 
o resto do livro. Nenhum conceito está mais presente neste 
livro do que o de simetria. O Capítulo 3 é o único no livro em 
que algum tema de matemática é apresentado sem ser essen- 
cial para o entendimento do que vem logo em seguida. Um 
motivo para tal exceção é dar um tempo para que o estudan- 
te avance um pouco no curso de cálculo diferencial e inte- 
gral. O estudo detalhado desse capítulo é altamente reco- 
mendado. 


Muitos capítulos contêm seções opcionais. Em geral, 
tais seções são tópicos mais avançados ou especializados do 
curso, ou parênteses de reflexão sobre alguma seção anterior. 
Apesar de terem grande valor formativo, muitas dessas se- 
ções são dispensáveis no sentido de que a sua omissão não 
irá criar dificuldade para a segiência do curso. O Capítulo 
14 (Princípio da ação) e o Capítulo 27 (O eletromagnetismo 
possível) também não são necessários para a compreensão 
de qualquer tópico posterior, e por isso foram classificados 
como opcionais. Exceto esses dois capítulos e os já referi- 
dos capítulos 2 e 4, nenhum outro capítulo dos Volumes 1 a 
3 pode ser inteiramente omitido sem gerar embaraços na se- 
giiência do curso. 


O Volume 4 (Sistemas complexos e outras, fronteiras) tem 
natureza bastante distinta dos três primeiros volumes. De 
todo o material nele contido, só os Capítulos 35 (Probabili- 
dade), 36 (Temperatura), 37 (Primeira lei da termodinâmi- 
ca), 38 (Entropia e segunda lei da termodinâmica), 39 (Teo- 
ria cinética dos gases), 41 (Introdução à mecânica estatísti- 
ca), 42 (O estado sólido) e 43 (Fluidos) são obrigatórios no 
sentido de que a sua omissão iria gerar falhas inadmissíveis 
na formação básica do estudante ou dificuldade na segiiên- 
cia do curso. Alguns poderão contestar a inclusão do Capí- 
tulo 42 na lista dos indispensáveis, mas deve-se considerar 
que tal capítulo, apesar de não conter tópicos essenciais para 
a compreensão da estrutura da física, é essencial para o en- 
tendimento da microeletrônica, que, por sua vez, é o que há 
de mais relevante na tecnologia contemporânea. A seleção 
do restante do material desse volume dependerá da preferên- 


cia do professor, levando naturalmente em conta a área de 
estudo dos alunos. Por exemplo, os Capítulos 46 (Partícu- 
las) e 47 (Universo em expansão), indispensáveis para estu- 
dantes de física e de astronomia, e altamente recomendados 
para estudantes de matemática, terão um interesse puramen- 
te cultural para os estudantes de outras áreas. O Capítulo 45 
(O núcleo atômico) é importante para estudantes de física, 
química e engenharia nuclear, além de ser pré-requisito para 
o Capítulo 46. Outros exemplos serão prontamente reco- 
nhecidos pelo professor. 

Este livro organiza os tópicos da física em forma bas- 
tante distinta da tradição dominante, e naturalmente devo ao 
professor explicações sobre isso. Quase todos os livros de 
texto apresentam a física em uma segiiência que correspon- 
de aproximadamente à ordem histórica em que os diversos 
tópicos foram desenvolvidos, que não guarda relação com a 
estrutura lógica do todo, nem com a dificuldade e a comple- 
xidade dos temas. Minha opção foi por uma apresentação 
que revelasse da melhor maneira possível a estrutura lógica 
global da física, assentada sobre o paradigma newtoniano, 
ou seja, a hipótese de que as leis fundamentais da Natureza 
são leis de movimento. Essa opção foi fielmente seguida até 
a apresentação das teorias desenvolvidas no século XX, a 
relatividade e a mecânica quântica. Só após isso, no Volume 
4 (Sistemas complexos e outras fronteiras), são exploradas 
as aplicações das leis fundamentais a sistemas complexos — 
que são os principais objetos de investigação da física na 
atualidade — e, finalmente, nos dois últimos capítulos é feita 
uma descrição qualitativa das fronteiras atuais da física fun- 
damental. Há duas exceções nesse ordenamento dos temas. 
Sendo o atrito — um problema complexo — importante na 
mecânica e inevitável no estudo de osciladores amortecidos, 
no Capítulo 12 (Atrito), após uma introdução ao conceito de 
sistemas complexos, é feito um estudo das forças de atrito. 
Para dar um tratamento unificado ao estudo do atrito, ali 
também foi investigado o atrito hidrodinâmico, que nos ou- 
tros livros de texto é incluído no estudo da hidrodinâmica. 


No Capítulo 19 (Decaimento e difusão), em outra interrup- 
ção da cadeia lógica do livro, dois problemas fisicamente 
muito distintos, o decaimento — decaimento radioativo, 
decaimento de estados eletrônicos excitados etc. — e a 
difusão, recebem um tratamento unificado que revela a sua 
grande similaridade nos aspectos formal e matemático. A 
localização de tal capítulo naquele ponto deve-se à necessi- 
dade do conceito de difusão para o estudo de correntes 
elétricas, que é o tópico do Capítulo 20 (Corrente elétrica). 
Creio que a conveniência de se estudarem conjuntamente o 
decaimento e a difusão será reconhecida pelo professor ao 
ler o Capítulo 19. 


Por fim, solicito a atenção do professor a um ponto muito 
importante. Por trás do processo contínuo de decaimento 
no nível dos livros de texto, que testemunhamos nas últimas 
décadas, está a idéia de que todos os alunos, ou pelo menos 
a maioria deles, devam ser capazes de entender todos os 
tópicos do livro de texto. Trata-se de um grande equívoco. 
O nível ideal do livro deve estar um pouco acima da capaci- 
dade do aluno típico. Sua compreensão parcial de um texto 
um pouco mais profundo é certamente mais valiosa do que a 
compreensão total de um texto elementar. Isso porque, ex- 
ceto para pessoas intelectualmente muito bem-dotadas, os 
conceitos mais refinados da física e da matemática só são 
assimilados após um certo tempo de “convivência” com eles. 
Assim, o contato precoce com as sutilezas dos conceitos 
sempre antecipa o amadurecimento do estudante. O aluno 
que estudou física básica em um livro conceitualmente mais 
profundo irá quase certamente demonstrar maior aproveita- 
mento nos cursos mais avançados, que encontrará a partir 
do terceiro ano do curso universitário. É como na música: 
se você ouviu Mozart aos dez anos, irá apreciá-lo enorme- 
mente aos vinte. Essas últimas considerações levam-nos tam- 
bém a concluir que os exames de avaliação dos alunos de- 
vem ficar um pouco abaixo do nível praticado no ensino, e 
do aluno só é correto exigir o domínio do que houve de mais 
básico e fundamental no curso. 


Ao Estudante 


Meu propósito principal neste livro é convencê-lo de que 
a física é a mais maravilhosa criação do intelecto humano. 
Explico: a extraordinária consistência, a unidade e a beleza 
da física somente poderão ser apreciadas se você compre- 
ender a essência dessa ciência. Portanto, meu objetivo é levá- 
lo a entender a física na sua essência básica. Mesmo que a 
física ainda seja um tênue foco de luz na imensa escuridão 
do desconhecido, essa luz já é capaz de mostrar como basi- 
camente a Natureza funciona. Embora a nossa experiência 
revele tão variados fenômenos, cuja compreensão total ja- 
mais será alcançada, você descobrirá que, em toda a sua 
diversidade, a Natureza obedece rigidamente a certas regras 
fundamentais que, na verdade, são bastante simples. Meu 
objetivo prioritário é ajudá-lo a entender essas regras e a ma- 
neira como a física as organizou em teorias. O próprio ter- 
mo teoria tem na física um significado distinto do que lhe 
atribui qualquer outra ciência, e espero que você perceba 
isso com clareza. 

Talvez você venha a se tornar um físico. Nesse caso, 
pode ser que pesquise os fundamentos da física, ou seja, 
que você tente descobrir novas regras de abrangência ainda 
maior do que as já conhecidas, ou talvez reformule as regras 
conhecidas em uma maneira ainda mais simples e por isso 
também mais bela. Mais provavelmente, porém, você tenta- 
rá entender fenômenos complexos, observados no dia-a-dia 
ou em elaboradas experiências, a partir das regras simples e 
fundamentais. A maioria dos físicos contemporâneos atua 
nessa última fronteira. Como pesquisador em física, seja na 
fronteira dos fundamentos seja na fronteira da complexida- 
de, é muito provável que você tenha que optar pela pesquisa 
teórica ou pela pesquisa experimental. Na pesquisa experi- 
mental, você investigará os fenômenos visando a descobrir 
relações entre causas e efeitos e, se possível, quantificar tais 
relações. Na pesquisa teórica, você tentará descobrir as re- 
gras fundamentais a partir de resultados da pesquisa experi- 
mental, ou realizará cálculos visando a obter as consegiiên- 
cias daquelas regras. 

Provavelmente, você não será um físico. Talvez venha a 
ser um químico, um geólogo, um biólogo, um astrofísico, 
um meteorologista. Nesse caso, certamente irá aplicar as 
leis da física, e mais as regras específicas estabelecidas na 
sua ciência, para explicar os fenômenos sob sua investiga- 
ção. Ou então você será um engenheiro. Cada vez mais, a 
engenharia vai se transformando em ciência aplicada e, ex- 
ceto no caso da engenharia química, nenhuma ciência é mais 


importante nas engenharias do que a física. No dizer de um 
antigo mestre meu, engenheiro e físico, engenharia é física 
mais senso prático, equação que não pode ser invertida para 
se concluir que física é engenharia menos senso prático. 
Todo esse preâmbulo tem por objetivo motivá-lo a se empe- 
nhar no aprendizado da física. Sem uma boa bagagem de 
conhecimentos de física, nenhum engenheiro pode competir 
no mercado de trabalho contemporâneo. Muitos dos melho- 
res físicos da atualidade, incluindo ganhadores do prêmio 
Nobel de Física, trabalham em escolas de engenharia, não 
em departamentos de física, e muitas das grandes descober- 
tas na área da física foram e continuam sendo feitas por 
engenheiros. 

Este livro contém uma exposição da estrutura básica da 
física. A exposição também entra em alguns detalhes sobre 
fenômenos, mas você deve sempre ter como objetivo maior 
a apreensão da estrutura. Muitos dos detalhes serão esqueci- 
dos, mas se você compreender de fato o plano global da 
física, jamais o esquecerá. Além do mais, o conhecimento 
da estrutura do todo lhe possibilitará localizar facilmente, 
em seu livro de texto ou em qualquer livro de referência, o 
detalhe esquecido que porventura precise rever. Neste cur- 
so de física básica você também aprenderá a dominar o 
método científico, em especial os métodos da física. Esse 
conjunto, a apreensão da estrutura e a posse de métodos, 
constitui a formação científica na área da física. O resto 
constitui informação. A formação é incomparavclmente mais 
valiosa do que a informação, principalmente no mundo con- 
temporâneo, inundado de informações. Com a formação, você 
facilmente acessará a informação quando esta for necessária. 


Todo capítulo neste livro contém pelo menos uma nova 
lei da física, que pode ser alguma lei fundamental, ou uma lei 
derivada das leis fundamentais, ou ainda uma lei fenomeno- 
lógica, ou seja, uma regra empírica obtida diretamente da 
experiência, mas que, em princípio, pode ser deduzida das 
leis fundamentais. A apresentação da lei tentará tornar fácil o 
reconhecimento do seu caráter. Com fregiiência, após o enun- 
ciado da lei, você encontrará algum problema resolvido, de- 
nominado exemplo, mostrando a aplicação da referida lei em 
uma situação concreta. Em outros casos, são apresentados 
exemplos que ilustram a aplicação conjunta de mais de uma 
lei na solução de um problema. Os exemplos servirão não só 
para aprimorar seu entendimento das leis, mas também para 
que você aprenda estratégias para a solução de problemas. 
No fim de cada capítulo você encontrará uma lista de exer- 


cícios e problemas (e às vezes também algumas questões) 
com os quais você poderá praticar suas habilidades na solu- 
ção de problemas. A capacidade de resolver problemas é 
uma das habilidades mais valiosas nas ciências e nas enge- 
nharias, e portanto deve ser enfatizada em qualquer curso. 
Entretanto, tanto os exemplos quanto os exercícios e pro- 
blemas são apresentados em número moderado. Isso por- 
que suponho que você pretende ser educado e não adestra- 
do na solução de problemas. O adestramento é o processo 
pelo qual o animal ou ser humano memoriza procedimentos 
a partir de seu uso repetido. 


Os exercícios, identificados com a letra E, muitas vezes 
requerem simplesmente a aplicação direta de alguma fórmu- 
la contida no texto, e lhe permitem reconhecer o âmbito de 
aplicação das fórmulas e tomar contato com as ordens de 
grandeza das variáveis envolvidas. Os problemas, identifica- 
dos com a letra P, requerem alguma forma de elaboração e, 
alguns poucos, identificados com um asterisco, oferecem 
uma dificuldade maior. Alguns problemas têm como respos- 
ta o valor numérico de uma grandeza, e outros têm como 
resposta uma fórmula; isto é, você terá que exercer suas 
habilidades na manipulação analítica das equações, visando a 
obter uma expressão formal válida para o problema propos- 
to. Em alguns desses casos, a fórmula a ser obtida já é colo- 
cada na formulação do problema para servir-lhe de guia. Ao 
resolver um problema desse tipo, você estará na verdade 
ampliando a teoria apresentada no texto para obter algum 
resultado importante. Além de exercícios e problemas, você 
encontrará também algumas questões, identificadas pela le- 
tra Q. As questões terão como resposta uma expressão ver- 
bal, nunca um número ou uma fórmula. As respostas para 
todos os exercícios, problemas e questões estão disponíveis 
no fim dos respectivos volumes. Entretanto, você não deve 
procurá-las antes de resolver o problema e de rever a solu- 
ção a que você chegou, exceto, obviamente, nos casos em 
que a resposta já esteja na formulação do problema. Se re- 
solver problemas sempre já conhecendo a resposta, você 
não irá adquirir confiança no seu trabalho. 


Ao abordar um problema, é muito importante fazermos 
uma análise das simetrias do sistema nele envolvido. A ex- 
ploração das simetrias é de longe o recurso metodológico de 
mais valia na solução de problemas e, na verdade, o recurso 
mais precioso do método científico. No texto do livro, você 
verá vários exemplos de exploração de simetrias para inves- 
tigação de sistemas e/ou solução de problemas. 


Dois procedimentos básicos devem ser seguidos após 
obter-se qualquer fórmula analítica. O primeiro é ver se a 
fórmula é tensorialmente homogênea e também dimensio- 
nalmente homogênea. Uma fórmula que estabelece uma re- 
lação de igualdade entre, por exemplo, um vetor e um esca- 
lar é obviamente absurda. Assim também, os dois lados da 
equação têm que ser grandezas da mesma natureza, e por- 
tanto expressas nas mesmas unidades. Outro procedimento 
importante é ver se a sua fórmula gera resultados razoáveis 
para certos valores-limites das variáveis nela contidas, ou se 
ela gera algum valor absurdo, por exemplo valor infinito, 
para alguma combinação de valores das variáveis. Em al- 
guns casos, quando a fórmula obtida é uma função de uma 
única variável, é interessante fazer-se um gráfico da função. 


Um excelente hábito, que deve ser praticado no aprimo- 
ramento da capacidade de resolver problemas, é o de buscar 
uma segunda solução, se possível uma solução mais simples 
que a anterior. Já em alguns casos, deve-se praticar exata- 
mente o oposto: um problema pode ser resolvido muito fa- 
cilmente pela aplicação de alguma lei de conservação; entre- 
tanto, após obter a resposta da maneira simples, é interes- 
sante procurar entender como as equações de movimento 
levam naturalmente ao mesmo resultado. Algumas vezes neste 
livro você encontrará problemas formulados com a exigên- 
cia de que a resposta seja obtida sem recurso às leis de con- 
servação. Em conclusão, o desenvolvimento da sua capaci- 
dade de resolver problemas depende mais da sua atitude ao 
resolvê-los do que da quantidade de problemas resolvidos. 
Se você resolver, em média, seis exercícios e seis problemas 
por capítulo do livro, adotando os procedimentos aqui reco- 
mendados, o resultado final será excelente. 
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Seção 1.1 A Natureza e seus fenômenos 


Qualquer cenário natural exibe uma evolução infindável e intrincada de fenômenos. Imagine 
o leitor uma cena de entardecer. O Sol, que em uma observação de curto prazo parece 
imóvel, na verdade desliza de forma contínua rumo ao poente. Algumas nuvens se movimentam 
no céu como aglomerados que se diluem e se recompõem, exibindo variados padrões. As 
mais próximas aos limites da abóbada celeste, principalmente ao leste e ao oeste, se colorem 
de chumbo, ouro e vermelho, em matizes ricos e mutáveis. A brisa, crescentemente mais fria 
e mais úmida, agita levemente os ramos das árvores, gerando sons familiares. Os pássaros se 
apressam em buscar suas pousadas noturnas, gastando seu saldo de energia em muitos pios, 
cantos ou até mesmo algum último assédio amoroso. O leitor irá talvez se sentir muito bem, 
sem motivo algum ou até mesmo com razões para o contrário. Finalmente o Sol se põe, e sua 
ausência revela um sem número de estrelas deslizando rumo ao oeste em um arranjo imutável, 
antigo, aparentemente eterno. 


É quase dispensável enfatizar a variedade dos fenômenos que acabamos de descrever. Há 
corpos se movimentando, alguns inanimados, outros possuidores de vida, esta última já por 
si um fenômeno fabuloso e coberto de mistério. Há sons que se propagam das fontes aos 
ouvidos do leitor e são de alguma forma detectados, analisados, reconhecidos, e enfim sentidos 
como agradáveis, ou talvez não. Há luz, há cores, há sensações de calor e frio. No centro da 
cena está o leitor, que tem consciência, emoções, pensamento. Este, como de resto tem 
ocorrido com todos os humanos desde o surgimento da razão, inevitavelmente buscará 
explicações para tudo isso. 

O ser humano persegue incansavelmente entender a Natureza. Essa busca e esperança é 
reforçada pela percepção imediata de que muitos fenômenos apresentam ordem, regularidade. 
O Sol repete sua rotina diária com obstinada precisão, a Lua apresenta um ciclo de fases bem 
definidas, as estações se sucedem em ciclos que todas as civilizações reconheceram ter 
duração de aproximadamente 365 dias. Há também formas de regularidade menos estritas, 
com menor grau de previsibilidade. Os fenômenos biológicos (envolvendo a vida), 
meteorológicos e tantos outros se enquadram nessa categoria. A ciência nasceu da observação, 
registro e análise da regularidade dos fenômenos naturais. Inicialmente tudo era englobado 
em um único esquema comum, denominado filosofia natural, mas nos últimos séculos o 
acúmulo do conhecimento levou à divisão da ciência em áreas de contornos relativamente 
bem definidos, as chamadas ciências naturais. 


A partir do século XVI, a ciência passou a evoluir de forma muito mais vigorosa graças à 
criação do método experimental, hoje denominado método científico. Os antigos costumavam 
buscar o entendimento da Natureza pela observação dos fenômenos que nela ocorrem de 
forma espontânea. Alguns, com destaque para Arquimedes, tiveram a boa idéia da fazer 
experimentos, isto é, induzir fenômenos em condições controladas e passíveis de repetição, 
e observar o que ocorria. Entretanto, somente no século XVI, graças ao papel seminal de 
Galileu Galilei, o método científico se impôs como doutrina e prática. Instrumentos de 
observação e medida, como telescópios, microscópios, relógios, barômetros e outros, muitos 
dos quais inventados pelo próprio Galileu ou seus discípulos, ampliaram a capacidade humana 
de investigação e deram vigor à revolução do método científico. 


Seção 1.2 A Natureza é compreensível! 


Conforme anotado na seção anterior, a Natureza exibe alguns fenômenos com regularidade 
óbvia, mas também muitos outros notoriamente irregulares, aparentemente caóticos (sem 
nenhuma ordem). Ressalta-se o contraste entre o movimento do Sol buscando seu crepúsculo 
e o complexo movimento das nuvens, com sua confusa geração e dissolução de padrões e 
formas, numa evolução completamente imprevisível. Isso coloca em foco a questão essencial: 
será a Natureza compreensível? A resposta é afirmativa, pelo menos no sentido que passaremos 
a expor. Vejamos os fenômenos naturais como um imenso jogo em que as peças são movidas 
por divindades (os antigos gostavam de ver as coisas desse modo). Algumas cenas do jogo 
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são as regras extraídas 
diretamente da observação dos 
fenômenos, sem análise de seus 
fundamentos. 
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escapam completamente à nossa compreensão, devido à sua complexidade. Entretanto, a 
atenta observação das jogadas mais simples leva à percepção de que o jogo tem algumas 
regras que nunca são violadas. Ilustraremos isto com um exemplo histórico, talvez o mais 
importante da história da ciência. Nosso exemplo será revisto de modo formal e detalhado 
nos Capítulos 5 (Leis fundamentais da mecânica) e 11 (Gravitação), e portanto neste momento 
nos restringiremos a algumas referências a fatos. 


Tycho Brahe registrou por décadas a posição diária dos cinco planetas visíveis a olho nu. 
Johannes Kepler analisou longamente esse banco de dados e sintetizou todo o seu conteúdo 
em três regras, as chamadas leis de Kepler (os cientistas chamam as regras do nosso jogo 
imaginário de leis da Natureza). As leis de Kepler descrevem as regras seguidas pelos planetas 
em suas órbitas em torno do Sol, sem nenhuma alusão às causas do movimento. Hoje em 
dia, leis desse tipo, extraídas diretamente dos fenômenos e sem fundamentação tipo causa- 
efeito, são denominadas leis fenomenológicas. Coube a Isaac Newton descobrir as regras 
fundamentais do movimento e da interação entre os corpos celestes, a partir das quais não 
somente as leis de Kepler mas todos os fenômenos então conhecidos envolvendo movimento 
de corpos podiam ser matematicamente deduzidos. Com base nas regras formuladas por 
Newton (leis da mecânica e da gravitação), o movimento dos corpos celestes pode ser 
previsto com tal precisão que mesmo detalhes refinados de alinhamento de corpos, como os 
envolvidos em um eclipse, podem ser calculados com precisão. Não somente se tornou 
possível prever os eclipses do Sol e da Lua para os próximos séculos, mas também recompor 
os momentos e circunstâncias precisas dos eclipses anteriores. 


Newton descobriu as regras do movimento e da gravitação. Obviamente, a Natureza 
também exibe fenômenos diversos — pelo menos aparentemente — dos envolvidos em corpos 
em movimento. À luz, o calor, a eletricidade, o magnetismo, são exemplos que nos ocorrem 
imediatamente. No século XIX, houve intensa investigação sobre esses referidos fenômenos. 
Nos anos 1860, James Clerk Maxwell sintetizou todas as leis fenomenológicas envolvendo 
os fenômenos elétricos e magnéticos em quatro leis, hoje denominadas equações de Maxwell. 
Nestas, eletricidade e magnetismo foram unificadas em uma única teoria, o eletromagnetismo. 
Explorando matematicamente seu conjunto de leis, Maxwell pôde demonstrar que a luz é um 
fenômeno eletromagnético, e que os fenômenos luminosos podem ser matematicamente 
deduzidos das suas equações. Temos aqui vários exemplos da distinção entre leis 
fenomenológicas e leis fundamentais, dos quais citaremos somente um para ilustração. Os 
fenômenos de reflexão e refração (refração é o desvio da trajetória da luz quando ela passa de 
um meio transparente para outro, por exemplo do ar para a água) da luz revelam regras muito 
bem definidas. A lei da reflexão era conhecida pelos gregos e a da refração foi descoberta por 
Willebrord Snell em 1620. Tanto a lei da reflexão quanto a da refração, ambas puramente 
fenomenológicas. podem ser deduzidas matematicamente das equações de Maxwell. 

Também na segunda metade do século XIX, Maxwell e Ludwig Boltzmann demonstraram 
que os fenômenos térmicos (envolvendo calor) podem ser entendidos com base nas leis da 
mecânica e do eletromagnetismo, e puderam fundamentar muitas leis fenomenológicas 
envolvendo aqueles fenômenos com base na mecânica. 


Portanto, a Natureza é compreensível! Segundo Einstein, este é o maior mistério da Natureza: 
ser compreensível. A mente humana é capaz de entender as regras fundamentais do jogo dos 
deuses! O enorme desenvolvimento das ciências no século XX não apresentou nada que pudesse 
demolir essa crença; pelo contrário, a reforçou. Três novas teorias fundamentais foram 
desenvolvidas para lidar com situações extremas: a relatividade especial, que lida com movimentos 
com velocidades próximas à da luz, a mecânica quântica, que descreve o movimento de 
corpos na escala atômica ou menor, e a relatividade geral, que engloba a relatividade especial 
ea gravitação gerada por corpos de massa gigantesca. Essas três teorias são extensões das leis 
de Newton para a mecânica e a gravitação e, além disso, a relatividade especial evidencia a 
harmonia entre a mecânica e o eletromagnetismo. O fato realmente notável é: jamais foi observado 
um fenômeno que violasse as leis fundamentais da Natureza. 

Mais que isto: todos os fenômenos da Natureza parecem ser consegiiência necessária das 
leis fundamentais e, em princípio, podem ser deduzidos a partir dessas leis. Resta explicar 
por que foi imposta a restrição “em princípio”. Reconsideremos o comportamento das nuvens, 
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todos os fenômenos naturais, 
mas entendemos as regras 
fundamentais que comandam 
todos eles. Portanto, a Natureza 
pode ser compreendida. 
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O caos é uma 
manifestação do movimento 
complexo de sistemas contendo 
número muito grande de 
partículas. A imprevisibilidade 
do movimento caótico não está 
na essência do fenômeno mas 
somente na nossa incapacidade 
prática de acompanhar seus 
detalhes. Pelo que se conhece, 
não existe caos na Natureza. 
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descrito em nossa cena do entardecer, ou o comportamento de uma onda que se aproxima 
suavèmente da praia, continuamente evolui para um movimento turbulento, e finalmente se 
arremessa sobre a areia gerando muita espuma, ruído, caos e beleza. Obviamente, nenhuma 
teoria científica nos permite descrever os detalhes de fenômenos tão complexos. Entretanto, 
sabemos que a matéria é constituída de átomos, e conhecemos de forma supostamente exata 
as leis do movimento para os átomos. Tanto as nuvens que se movimentam no céu quanto a 
água que compõe o oceano são feitas de átomos, e seu movimento é portanto simplesmente 
o movimento coletivo de átomos. 


O obstáculo aqui oferecido à compreensão é que os referidos fenômenos envolvem um 
número extraordinariamente grande de átomos. Voltando ao caso dos planetas, para agendar 
seu movimento e os eclipses, temos que conhecer a posição e a velocidade de todos eles em 
um dado instante, para a partir daí calcular seu movimento no passado e no futuro. Bem, para 
fazer a mesma descrição do movimento de uma onda teríamos que conhecer inicialmente a 
posição e a velocidade de todos os átomos (da água e do ar) em uma considerável vizinhança 
da cena, para então iniciar os cálculos. Isto é obviamente impossível, e mesmo que tivéssemos 
tal informação não teríamos como prosseguir nos cálculos de tamanho número de trajetórias. 
A dificuldade essencial aqui, como de resto ocorre em todos os fenômenos complexos, é que 
temos partículas demais envolvidas e na prática é impossível acompanhar o movimento de 
todas elas. O excesso de atores pode tornar a cena ininteligível e aparentemente caótica. 


Seção 1.3 As leis da Natureza são leis de movimento 


As leis fundamentais da Natureza são expressas na forma de equações matemáticas. A 
íntima ligação entre a matemática e as leis naturais já estava plenamente clara para Galileu, 
que afirmou: “A ciência está escrita nesse grande livro colocado sempre diante de nossos 
olhos — o Universo —, mas não podemos lê-lo sem aprender a linguagem e entender os 
símbolos em termos dos quais está escrito. Esse livro está escrito na linguagem matemática”. 
As leis de Newton pertencem a um tipo de equações denominado equações de movimento. A 
matemática envolvida nessas equações não era conhecida na época de Galileu; foi inventada 
pelo próprio Newton, e é denominada cálculo diferencial e integral, ou simplesmente cálculo. 
Nas equações de movimento de Newton também aparecem as forças atuando sobre os corpos, 
que são os agentes que determinam a forma do movimento. Fechando o circuito para o 
entendimento do movimento dos corpos celestes, a lei da gravitação descreve as forças 
geradas pela atração gravitacional entre os corpos. 

Um fato realmente notável, revelado pela evolução posterior das ciências naturais, é que 
todas as leis fundamentais até hoje descobertas são equações de movimento, no mesmo 
espírito das leis de Newton. O eletromagnetismo, a mecânica quântica, a relatividade especial 
e geral, todas são teorias formuladas em termos de equações de movimento. Portanto, as 
regras fundamentais da Natureza são equações de movimento. Neste livro, denominamos 
tal princípio unificador paradigma newtoniano. O paradigma newtoniano é possivelmente o 
princípio mais abrangente envolvendo as leis naturais. Richard P Feynman, na primeira das 
suas famosas “Lectures on Physics”, imaginou uma situação em que um cataclismo estivesse 
na iminência de destruir todo o conhecimento científico, e formulou a interessante questão: 
se somente uma sentença pudesse ser passada para as gerações vindouras sobre a ciência, 
qual seria a melhor escolha. Sua opção foi: “Todas as coisas são feitas de átomos — partículas 
minúsculas se agitando em perpétuo movimento, atraindo-se quando ligeiramente separadas, 
mas repelindo-se quando espremidas umas contra as outras”. Cada um pode ter sua proposta, 
suponho. Eu escolheria: Todos os fenômenos naturais decorrem de um reduzido número de 
leis de movimento, matematicamente descritas como equações diferenciais no espaço e tempo. 


Seção 1.4 O que é ciência 


Esta é uma pergunta difícil, e exatamente por isso vemos acaloradas divergências sobre o 
caráter científico ou não de algumas formas de conhecimento. A ciência é amplamente 
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reconhecida como um dos principais propulsores do acelerado desenvolvimento dos últimos 
séculos, e pelo menos na medida em que o desenvolvimento é aceito como coisa boa, também 
se vê a ciência como coisa boa. Obviamente, há inúmeras coisas boas que não são ciência, 
algumas até melhores do que ciência, como por exemplo a arte. Entretanto, nota-se um 
equivocado esforço para se enquadrar quase toda atividade intelectual, exceto as artes, como 
ciência. Não nos envolveremos nessa polêmica, e somente trataremos das ciências naturais. 
Peço vênia para utilizar o termo ciência no sentido antigo e restrito de ciência natural. 

A experimentação está envolvida na atividade científica em dois papéis. O primeiro é o 
papel indutor na formulação das leis naturais. A investigação de um dado fenômeno geralmente 
começa pela realização de experiências, em condições nas quais as variáveis relevantes são 
controladas e reprodutíveis. Isto nem sempre é possível, como ocorre na astronomia, na 
meteorologia etc. Nesses casos, a experiência em condições preparadas e controladas é 
substituída pela observação. Os resultados da experimentação e/ou observação podem resultar 
na formulação de leis fenomenológicas, definidas anteriormente. Uma lei, seja ela 
fenomenológica ou não, deve naturalmente estar consistente com tudo o que foi previamente 
observado. Se alguma experiência ou observação contradisser a lei, esta está incorreta. A 
máxima “toda regra tem exceção” não se aplica a uma lei científica. Obviamente, devemos 
ser cautelosos ao aplicar esse tipo de teste a uma lei científica. Algumas leis somente têm um 
significado estatístico, e portanto eventos isolados não oferecem qualquer forma de teste. 

Isso pode ser ilustrado com um exemplo simples. Em um jogo de dados, a probabilidade 
de dar seis é 1/6. Isto significa que se lançarmos um dado N vezes (sendo N um número 
grande), o número seis deve ocorrer aproximadamente N/6 vezes. Esta lei somente é inviolável 
quando N tende para um valor infinito. Por exemplo, se lançarmos um dado 120 vezes, 
devemos esperar que o número seis ocorra cerca de 20 vezes, mas pode haver significativos 
desvios percentuais nesse número. Entretanto, se o lançarmos 120 bilhões de vezes, podemos 
estar bastante mais seguros de que percentualmente o número de ocorrências de seis não irá 
se desviar muito de 20 bilhões. Uma das maiores dificuldades no teste de leis de caráter 
estatístico é exatamente a obtenção de amostragem (coleção de eventos) realmente significativa. 
Por exemplo, se lançarmos um dado 10 vezes e obtivermos sempre o número seis, isto não 
significa qualquer violação das leis da probabilidade. Estas leis prevêem que esse fenômeno 
pode ocorrer e até mesmo estabelecem a probabilidade de sua ocorrência: tal probabilidade é 
P = 0,000 000 016 538 171 687 92. Haja paciência para verificar isto experimentalmente! 

Um conjunto de leis fenomenológicas pode levar a uma teoria científica. Esta é mais 
fundamental e mais abrangente do que uma lei fenomenológica. Uma teoria científica envolve 
considerações ligando causas e efeitos. Novamente, o grande passo dado por Newton após 
a descoberta das leis fenomenológicas de Kepler é ilustrativo. Newton elaborou uma teoria 
na qual fica explícita a conexão entre o movimento dos planctas, as leis (universais) do 
movimento e a lei (universal) da gravitação. Exatamente pela sua abrangência, uma teoria 
deve ser capaz de prever novos fenômenos fora daqueles que a fundamentaram. Aqui se 
torna claro o outro papel da experimentação/observação: o de testar as previsões das teorias 
científicas. Uma teoria somente pode ser aceita como válida enquanto todas as suas previsões 
estiverem sendo confirmadas pela experiência. Uma teoria pode ser bonita ou feia, elaborada 
ou simples, mas nada disso é realmente importante. O único teste para sua veracidade é a 
experiência. Portanto, a experiência serve tanto para inspirar teorias científicas como para 
destruí-las. Acresce-se ainda que nenhuma teoria jamais pode ser considerada como 
inteiramente confirmada: uma única nova experiência pode derrubar uma teoria confirmada 
anteriormente por milhares de outras experiências. 


Exatamente por essa razão, todo conhecimento e toda teoria devem ser tratados como 
aproximações da verdade. Voltemos mais uma vez à teoria de Newton. Suas predições 
concordam com grande precisão com todas as observações envolvendo os planetas e seus 
satélites e também com o movimento de todos os objetos da experiência diária. A massa de 
dados concordantes com a teoria de Newton é extraordinariamente vasta. Entretanto, no 
limiar do século XX, descobriu-se que corpos com velocidades significativas comparadas à 
da luz apresentam movimento discordante das previsões daquela teoria. A teoria da relatividade 
especial foi então desenvolvida, capaz de lidar com a nova situação. Conceitualmente, a 
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teoria da relatividade é totalmente distinta da teoria newtoniana. Estas são realmente teorias 
distintas, com filosofias totalmente diferentes e visões essencialmente opostas sobre espaço 
e tempo. Entretanto, nos limites em que os corpos têm velocidades muito menores do que a 
da luz, suas predições são quase idênticas às da teoria de Newton. Por exemplo, a teoria de 
Newton diz que a massa de um corpo tem um valor independente de seu movimento. 
Consideremos um caça supersônico, capaz de atingir velocidade de 3600 km/h. Pela teoria 
da relatividade, sua massa pode atingir acréscimos de até uma parte em cento e oitenta 
bilhões enquanto o avião voa com velocidade variável. Tal acréscimo é tão pequeno que não 
pode ser observado. Entretanto, se a velocidade é maior, também maior é o erro na previsão 
da teoria de Newton. Por exemplo, se um elétron se mover com velocidade igual a 90% da 
velocidade da luz, sua massa sofrerá acréscimo de 130%. Velocidades dessa magnitude 
somente foram observadas no século XX, e por isso as falhas na teoria de Newton não 
foram antes percebidas. 

Neste ponto estamos talvez preparados para responder à pergunta inicial desta seção. 
Ciência é uma descrição da Natureza capaz de fazer previsões consistentes com as 
observações experimentais. A experiência é não somente a fonte inspiradora, mas também o 
juiz único e inapelável da verdade científica. 


Seção 1.5 O que é a física 


Conforme dissemos, o crescimento da ciência levou à sua divisão em várias ciências 
naturais que vão se desmembrando de forma contínua: física, astronomia, química, biologia, 
psicologia, geologia, meteorologia etc. Nessa divisão, a física se ocupa com os aspectos 
mais fundamentais e abrangentes dos fenômenos naturais. Sua expansão ocorre em três 
fronteiras. A primeira envolve seus fundamentos. Naturalmente, não conhecemos todas as 
leis fundamentais, e nem podemos dizer se algum dia isso será alcançado. A física é hoje 
capaz de fazer predições confiáveis de fenômenos até a escala de 10-" metros (como veremos 
na próxima seção, 10-!º = 0,000 000 000 000 000 000 1), o que significa um bilionésimo do 
tamanho de um átomo. Este é o limite já atingido pela nossa exploração experimental. Podemos 
estar seguros de que à mecânica quântica e a relatividade funcionam satisfatoriamente até 
essa escala. Nenhuma observação discordante dessas teorias foi jamais obtida. 


Conhecemos quatro forças distintas na Natureza, a gravitacional, a eletromagnética e 
duas outras (forças nucleares) que somente se manifestam em escalas abaixo de 10-'*metros. 
O comportamento das quatro forças até a escala de 10-'º m é bem entendido. Entretanto, há 
boas razões para se crer que tais forças se modifiquem em escalas menores, provavelmente 
convergindo para uma única força fundamental da Natureza. (Na verdade, na escala de 10º m 
a força eletromagnética já se fundiu com uma das forças nucleares para criar uma única 
força, a força eletrofraca.) A escala dessa unificação e as características da força unificada 
são totalmente ignoradas, sendo fato porém que um grande número de físicos teóricos 
dedicam seu tempo a conjecturas sobre essa força. Contrariamente à impressão inicial que 
isto possa causar, esses teóricos não estão gastando seu tempo e dinheiro alheio em uma 
atividade pouco respeitável. No mínimo, as elaborações teóricas incluídas nesse trabalho 
especulativo têm levado a métodos matemáticos que podem se tornar valiosos para a física 
em qualquer escala. 

A composição da matéria, até a escala de 10-!º m também está solidamente estabelecida, 
e muitos físicos estão convictos de que não haverá surpresas em escalas menores. Resta 
ver. A maior barreira à evolução da física em escala tão diminuta é a falta de suporte 
experimental. As experiências envolvem máquinas capazes de acelerar partículas, 
principalmente prótons, até velocidades muito próximas à da luz. Os aceleradores de partículas 
são máquinas colossais e muito caras. Um acelerador capaz de atingir a escala de 10º m 
custa alguns bilhões de dólares. O custo cresce de forma geométrica com o inverso da 
escala de tamanho a ser atingida. O governo americano cancelou o projeto de construção de 
um acelerador capaz de atingir a escala de 10º m após constatar que seu custo excederia 
doze bilhões de dólares. Há também barreiras tecnológicas aparentemente intransponíveis 
para diminuir de muito a escala atual. Exceto se ocorrer uma revolução tecnológica não 
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imaginável no momento, jamais atingiremos a escala provável (10 m) da unificação das 
forças. Por outro lado, infelizmente já sabemos que enquanto não pudermos fazer experiências 
bastante próximas da escala de 10% m seremos incapazes de testar de forma conclusiva e 
incontestável qualquer teoria fundamental sobre a Natureza! 


A segunda fronteira da física envolve a denominada cosmologia, ou seja, o estudo do 
comportamento do Universo em larga escala e de como o Universo foi criado. Larga escala 
aqui significa 10% m (10% = 1 000 000 000 000 000 000 000 000 00), o tamanho do Universo 
observável. Curiosamente, o entendimento completo da criação do Universo depende do 
entendimento das leis naturais na escala da unificação das forças, ou seja, aquela escala 
provavelmente inatingível de 10° m. Isso parece altamente desencorajador, mas o cientista 

fronteiras: (A) duas frontéiras é um obstinado que nunca desiste (a popular caricatura do cientista louco se aplica muito 
envolvendo os seus bem, se obstinação excessiva for considerada loucura!). Nos últimos quinze anos, muitos 
fundamentos, uma voltada para cosmólogos e físicos de partículas (que estudam a estrutura da matéria e as forças da Natureza 
o microcosmo e a outra para na escala ultramicroscópica) juntaram suas cabeças em uma colaboração visando sair dessa 
macrocosmo; (B) a fronteirada sinuca. No momento é muito mais barato aumentar o alcance dos nossos telescópicos para 
complexidade, ou seja, aanálise ampliar a escala de inves ação do macrocosmo do que aumentar a energia dos nossos 
sos sa Re a aceleradores de partículas para reduzir a escala de investigação do microcosmo. Nesta 
Todien circunstância, a cosmologia experimental e teórica vem passando por um processo de rápida 
evolução. Sobre o futuro, nada se pode dizer: ironicamente, a ciência tem um enorme poder 

de fazer predições, mas nunca se pode predizer o futuro da ciência. 


= 


O avanço da física 
ocorre atualmente em três 


A terceira fronteira da física é a da complexidade. Ultimamente o termo sistemas complexos 
tem aparecido com fregiiência crescente. A complexidade ocorre sempre que há muitos 
atores na cena. Atores aqui significa partículas. As leis fundamentais do movimento descrevem 
o movimento de uma dada partícula sujeita a determinadas forças. Partícula é um corpo de 
dimensões desprezíveis. Por exemplo, ao analisarmos o movimento de um carro em um 
longo percurso podemos ignorar que o carro é um corpo extenso que contém partes. Ele 
contém uma frente, uma traseira, motor, passageiros etc., mas muitas vezes podemos nos 
referir simplesmente ao carro, uma entidade indivisível. Em uma abordagem menos minuciosa 
da astronomia, podemos tratar um planeta como uma partícula. 


Mas tudo isto é muito relativo. Dependendo da análise que temos em mente, um átomo 
não pode ser visto como partícula. Ele tem um núcleo em torno do qual orbitam elétrons, e 
se quisermos entender o átomo temos que considerar todos esses detalhes. Na análise de 
uma reação química, um átomo se comporta como um sistema complexo. Tomemos uma 
molécula de oxigênio (O,) formada pela ligação entre dois átomos de oxigênio (O). Cada 
átomo contém oito elétrons, e em uma análise com a precisão necessária para se entender 
como os dois átomos se ligam para formar a molécula, já temos complexidade para uma boa 
dor de cabeça. Se formos além e quisermos entender como dezenas de átomos se combinam 
para formar um aminoácido, temos uma complexidade muito maior. Esses aminoácidos se 
combinam para formar proteínas, estas e outras moléculas se combinam para formar uma 
célula. Aqui já estamos falando de um corpo contendo milhares de bilhões de átomos. A vida 
certamente é um fenômeno de enorme complexidade. 


Consideremos agora um corpo sólido, por exemplo um pedaço de silício. Novamente, 
temos uma enorme quantidade de átomos envolvidos. Entretanto, tais átomos se combinam 
em um arranjo tridimensional extraordinariamente ordenado e simétrico, denominado sólido 
cristalino (isto ocorre com essencialmente todos os materiais no estado sólido), e com isto 
o nível de complexidade do cristal se reduz o suficiente para permitir uma análise em termos 
das leis fundamentais da física. O silício é o material mais investigado em toda a Natureza. A 
aplicação das leis da mecânica quântica e do eletromagnetismo permitiu um excelente 
entendimento das propriedades desse material. Com base nesse entendimento, foi possível 
desenvolver dispositivos microeletrônicos como diodos, transistores etc., baseados no silício, 
e após isto combinar todos esses dispositivos em complicadíssimos microcircuitos como 
microprocessadores, sistemas de memórias etc., e combinar toda essa complexidade para 
fazer um computador, cujo comportamento é (às vezes!) totalmente previsível. 

Voltemos à onda quebrando na praia. Seu estudo se inclui em uma área da física denominada 
hidrodinâmica, ou dinâmica dos fluidos. Esse tema tem grande importância. Seu entendimento 
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tem grandes implicações em várias indústrias, principalmente a automobilística e a aeronáutica. 
Além disso, esse é um tema essencial para o desenvolvimento da meteorologia e da astrofísica. 
Um fluido é um sistema complexo. Seu movimento na forma não-turbulenta, como ocorre na 
onda que evolui suavemente em águas profundas, já é bem entendido. Já o movimento 
turbulento, correspondente àquele estágio em que a onda quebra na praia em enorme confusão, 
é um desafio ainda insolúvel. 


A física dos sistemas complexos tem grandes implicações em outras ciências e também 
enorme importância tecnológica. Por essas razões, a maioria dos físicos hoje trabalha em 
sistemas complexos. 


Seção 1.6 A fisica e as outras ciências 


Neste ponto, o leitor já deve ter percebido que na divisão das ciências naturais, a física 
ficou com a parte mais simples. Exatamente por essa razão ela atingiu um nível de profundidade 
e rigor na sua análise que não tem paralelo nas outras ciências. No caso dos sistemas mais 
simples, as previsões da física concordam com os resultados experimentais com precisão de 
até uma parte por bilhão. Ressalva-se ainda que o erro de uma parte por bilhão está na medida 
e não nos cálculos. Medidas mais precisas presumivelmente levariam à concordância ainda 
melhor. Conforme dissemos anteriormente, as leis realmente fundamentais da Natureza são 
as leis da física. Pode-se então questionar sobre o porquê da divisão das ciências. A resposta 
já foi em parte dada. Muitos sistemas da Natureza são tão extraordinariamente complexos 
que sua análise em termos das leis fundamentais é impraticável. Por exemplo, se os métodos 
da física são ainda incapazes de explicar um simples vírus, o que dizer sobre o entendimento 
de uma bactéria, um pássaro, um poeta? Em princípio, acredita-se, todos esses sistemas 
podem ser entendidos a partir das leis da física, mas há um abismo entre o princípio e a 
prática, de forma que ciências como a química, a biologia, a psicologia, desenvolveram cada 
uma delas seus próprios métodos, engenhosos e eficazes, de abordagem aos seus objetos de 
análise. A física fica com o átomo, a química com a proteína, a biologia com o vírus e a 
psicologia com o poeta. Em tempo: o pássaro fica dividido entre o biólogo e o psicólogo. 

O esforço para explicar sistemas complexos a partir das leis fundamentais é denominado 
reducionismo . A ciência na qual o projeto reducionista da física mais avançou é a química. A 
chamada química quântica é uma vigorosa área da química na qual se avança rapidamente na 
compreensão fundamental das propriedades das moléculas. A evolução da capacidade dos 
computadores tem permitido a realização de cálculos das propriedades de moléculas cada vez 
mais complexas, com ótima concordância com as experiências. Com isto, a química quântica 
é hoje vista essencialmente como um ramo da física. Ilustrativo dessa realidade é o fato de 
que o físico Walter Kohn recebeu o prêmio Nobel de química de 1998 pela sua contribuição 
aos métodos da química quântica. 

O projeto reducionista deve ser entretanto visto como uma utopia que somente será atingida 
em escala limitada e de forma bastante lenta. Ressalta-se ainda que o projeto reducionista da 
física é reproduzido em todas as ciências naturais, em uma estrutura hierárquica. Por exemplo, 
a física é mais fundamental que a química, que é mais fundamental que a biologia, que é mais 
fundamental que a psicologia. A química pretende explicar a biologia, a biologia pretende 
explicar a psicologia, a psicologia pretende explicar como o ser humano explica todas essas 
coisas. Sendo assim, o reducionismo pode ser visto como um programa no qual cada ciência 
seria explicada em termos de outra mais fundamental. 

A física tem ainda outras formas de conexões com outras ciências e com a engenharia. O 
avanço da física gera novas tecnologias, que por sua vez permitem novos experimentos e 
novos avanços da física, e assim por diante. A exploração de novas descobertas da física em 
outras ciências é também muito intensa. No caso da medicina, podemos mencionar a 
radiografia, as tomografias por raios X, ultra-som e ressonância magnética, o ecocardiograma 
e a medicina nuclear. Na química, os exemplos são incontáveis. Um exemplo recente: o 
desenvolvimento dos lasers de pulsos ultracurtos nos anos 1980 possibilitou o estudo da 
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cinética das reações químicas, e com essa pesquisa o químico Ahmed Zewail ganhou o 
prêmio Nobel de química de 1999. 

Cada vez mais também se utilizam os métodos da física em outras ciências. Os termos 
físico-química, biofísica, geofísica e astrofísica, há muito incorporados ao vocabulário 
científico, são demonstrações dessa disseminação de métodos. 


Seção 1.7 Modelo científico 


Anteriormente, falamos sobre leis fenomenológicas e teorias científicas, estas muito mais 
fundamentais e abrangentes do que aquelas. Entre esses dois estágios do avanço do 
conhecimento, há um estágio intermediário, o modelo científico, ou simplesmente modelo. 
Adiamos sua conceituação para este momento, após falar em reducionismo e estrutura 
hierárquica da ciência* porque agora dispomos de algumas noções úteis na discussão sobre 


= modelos. 
O termo modelo é empregado O termo modelo é usado com dois significados distintos na ciência. Em um deles, modelo 
na ciência com dois significados. é algo intermediário entre fenômeno e fundamento, ou melhor, entre lei fenomenológica e 
Em um deles, modelo é algo teoria fundamental. Utilizaremos os fenômenos da reflexão e da refração da luz para ilustrar 
intermediário entre leis 


este conceito de modelo. Conforme já vimos, as leis da reflexão e da refração foram durante 
muito tempo leis fenomenológicas, regras extraídas da observação dos fenômenos para as 
quais ainda não tínhamos explicação. No século XVII, Newton e Christiaan Huygens 


fenomenológicas e teoria 
científica. No outro, modelo é 
uma idealização simplificada de 


um sistema complexo, cujo desenvolveram modelos para a propagação da luz, dos quais as leis da refração e da reflexão 
comportamento supostamente puderam ser deduzidas. O modelo de Huygens (que será discutido no Capítulo 32, O princípio 
reproduz na essência a do de Fermat) é muito mais poderoso do que o de Newton. Poderoso, aqui, significa capaz de 
sistema complexo cujo explicar leis fenomenológicas. 
entendimento é almejado. 


Huygens postulou que a luz é um fenômeno ondulatório, semelhante às ondas do mar. 
Mesmo sem avançar explicações sobre o que compunha a onda luminosa, formulou um 
modelo para a sua propagação. O modelo de Huygens foi capaz de explicar as leis da reflexão 
e da refração, que podiam ser deduzidas matematicamente a partir do modelo. No princípio 
do século XIX, novos fenômenos luminosos foram descobertos, denominados interferência 
e difração, cujas leis fenomenológicas também puderam ser deduzidas matematicamente a 
partir do modelo de Huygens. Portanto, o modelo foi uma importante síntese capaz de englobar 
vários fenômenos luminosos, e as leis fenomenológicas descobertas para esses fenômenos, 
em uma descrição mais abrangente. 


Efe s 


Todavia, o modelo de Huygens ainda não era uma teoria fundamental da luz. Nem todos 
os fenômenos luminosos podiam ser entendidos e, acima de tudo, as relações entre causas e 
efeitos não estavam estabelecidas. A teoria fundamental veio com a teoria eletromagnética de 
Maxwell, uma síntese extraordinária: a luz é um fenômeno eletromagnético, e não somente 
os fenômenos luminosos, mas também todos os outros fenômenos eletromagnéticos, podem 
ser matematicamente deduzidos da teoria de Maxwell. As relações causa-efeito ficam 
perfeitamente claras na teoria eletromagnética, e com isto ficou evidente como gerar outras 
ondas eletromagnéticas, como ondas de rádio e microondas. 


Nossa discussão tornou clara uma outra estrutura hierárquica na ciência: uma lei 
fenomenológica explica um dado tipo de fenômeno, um modelo engloba alguns fenômenos e 
explica suas respectivas leis fenomenológicas, e finalmente uma teoria sintetiza toda uma 
classe de fenômenos em uma estrutura lógica dentro da qual as relações causa-efeito são 
esclarecidas e todos os fenômenos daquela classe podem, pelo menos em princípio, ser 
preditos com precisão. Resta saber se essa hierarquia é finita ou infinita. 


Para prosseguir, temos que esclarecer o que queremos dizer com finito ou infinito. Já foi 
dito que a física é constituída de algumas poucas teorias fundamentais. Dois cenários são 


* Não há nenhum juízo de valor embutido no conceito de estrutura hierárquica da ciência. A hierarquia diz 
o que é mais fundamental e o que é menos fundamental e, portanto, aquilo que em princípio pode ser reduzido 
ao fundamental. Ela não diz que o mais fundamental é mais importante. Por exemplo, importantes descobertas 
na medicina são muito mais relevantes para o ser humano do que novos avanços no entendimento do microcosmo. 
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Dois cenários 
são possíveis na evolução da 
física fundamental. No primeiro, 
as teorias vigentes serão sempre 
sintetizadas em teorias mais 
abrangentes e fundamentais, mas 
ao mesmo tempo novas 
descobertas experimentais 
sempre demandarão a criação de 
novas teorias, ad infinitum. No 
outro, uma teoria unificada e 
final acabará decifrando o 
mecanismo de todos os 
fenômenos da Natureza. 
= A 


possíveis para a evolução futura desta ciência. Em um deles, novas sínteses irão englobar 
diferentes teorias em uma mais abrangente, mas ao mesmo tempo a ampliação da investigação 
para escalas cada vez menores e também para escalas cada vez maiores irá revelar novos 
fenômenos que não podem ser explicados pelas teorias vigentes. Dessa forma, as velhas 
teorias são sempre sintetizadas em novas teorias mais fundamentais, mas novos fenômenos 
sempre irão aparecer que demandam novas teorias, e assim para sempre. Se pudermos 
predizer algo com base na história, este é o cenário mais provável. Até agora, a evolução da 
ciência seguiu essa dinâmica. Entretanto, sempre há os otimistas, e a eles costuma pertencer 
o reino do mundo. 

Os otimistas vêem outro cenário em que esse processo evolutivo levará a uma teoria final, 
totalmente abrangente, capaz de explicar em princípio todos os fenômenos da Natureza. Na 
verdade, nos últimos vinte anos esses otimistas ficaram tão confiantes com algumas inovações 
conceituais que já criaram até um nome para essa grande síntese: TOE (do inglês Theory of 
Everything). A regra única e final do jogo dos deuses já estaria quase ao alcance do ser 
humano! 

Conforme dissemos, usa-se na ciência o termo modelo também com outro significado, 
que passaremos a discutir. A maioria dos fenômenos naturais é demasiadamente complexa 
para que possamos analisá-la em detalhe a partir das leis fundamentais. Isso faz com que os 
cientistas substituam os sistemas (sistema é qualquer parte da Natureza distinguida para fins 
de análise) que estejam estudando por outro imaginário e mais simples, e que supostamente 
apresenta as propriedades essenciais do sistema real. O sistema idealizado é denominado 
modelo. Na verdade; quase sempre o cientista está investigando um modelo e não um sistema 
real. Exemplos: na astronomia, os planetas são tratados como corpos homogêneos, e algumas 
vezes até mesmo como simples partículas. Na fisiologia, frequentemente o coração é visto 
como uma bomba-d"água. Grande parte da arte do cientista está em criar modelos que, ao 
mesmo tempo, permitam análise e reproduzam com alguma fidelidade os fenômenos do 
sistema complexo cujo comportamento se pretende entender. Os fenômenos naturais, em 
sua maioria, são demasiadamente complexos para que possamos analisá-los em detalhe a 
partir das leis fundamentais. 


Seção 1.8 Notação exponencial 


A física trabalha com números que podem ser muito pequenos ou muito grandes. Isto 
decorre do fato de ela abordar sistemas desde a escala das partículas subatômicas até a 
escala do Universo. Além disso, um corpo macroscópico tem um número muito grande de 
átomos. Por exemplo, um grama de água contém 33 427 800 000 000 000 000 000 moléculas. 
Esse é um número inconveniente para se registrar e manipular. Note-se que o número contém 
17 zeros. Podemos eliminá-los escrevendo o número na forma 334 278 x 107. Cada unidade 
no expoente do número 10, em 10", significa um zero adicionado ao número. Essa notação 
exponencial torna mais prática a manipulação dos grandes números. Na verdade, os cientistas 
costumam usar a notação exponencial de forma que o fator que multiplica a potência de 10 
esteja entre 1 e 10. Neste caso, o número de moléculas em um grama de água fica escrito na 
forma 


N=3,34278x102. (11) 


De fato, cada avanço de um dígito na vírgula no número na Equação 1.1 equivale a multiplicar 
o número por 10. Deslocar a vírgula de cinco dígitos equivale a multiplicar o número por 10º, 
e levando-se em conta o fator 10” já existente acabamos com o fator 102. 


A notação exponencial também é usada para exprimir números muito pequenos. Na seção 
anterior, escrevemos o número 10"!º. Seu significado é 


107º = =z = 0.000 000 000 000 000 0001. (12) 
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Em algumas situações, a notação exponencial não é simplesmente uma questão de 
conveniência. O matemático Roger Penrose estimou (1989) a probabilidade de o estado 
inicial do Universo ter sido acidental e encontrou o número 


p=10/02. (13) 


Veja que o expoente de 10 no número P é o número —10'2. Portanto, o número P é algo 
da forma 


P = 0,000--1, (14) 


onde o número de zeros entre a vírgula e o dígito 1 é 10'3. Ou seja, o número de zeros no 
número estimado por Penrose é muito maior do que o número de átomos contido no Universo. 
Certamente, Penrose não poderia escrever seu número sem a notação exponencial! 


Seção 1.9 Ordem de grandeza 


Na notação exponencial, o número N tem a forma N = f x 10", onde 1 < f< 10. A ordem 
de grandeza de N é definida da seguinte forma: 

quando f < 5, a ordem de grandeza de N é 10", 

quando f >5, a ordem de grandeza de N é 10"*!. 

A rigor, em vez de 5 deveríamos usar o número V10 = 3,16, mas uma vez que ordem de 
grandeza é um conceito somente útil para descrição aproximada, esse tipo de filigrana é 
ignorado. Na verdade, fregiientemente se diz que a ordem de grandeza de N é 10", 
independentemente do valor de f. Nesse tratamento realmente desleixado, a ordem de grandeza 
do número 99 = 9,9 x 10 é 10, e não 100. 

A ordem de grandeza do número N expresso pela Equação 1.1 é 102, As Tabelas 1.1, 1.2 
e 1.3 dão a ordem de grandeza de alguns números relevantes. 

O Sistema Internacional de Unidades (SI) adotou alguns prefixos para indicar fatores em 
potências de 10 e símbolos especiais para designá-los. A Tabela 1.4 mostra esses prefixos e 
seus símbolos. 

Alguns exemplos. O pulso de luz mais curto gerado até hoje (ano 2000) tem duração de 
4 x 10° segundos, o que pode ser escrito na forma 4 femtossegundos, ou 4 fs. 

A Usina de Itaipu gera energia elétrica a uma potência de 1,26 x 10!º watts, o que pode ser 
escrito na forma 12,6 gigawatts, ou 12,6 GW. 


Tabela 1.1 
Alguns comprimentos. 
Comprimentos Metros 
Menor distância conceptível na física atual, 1055 
denominada comprimento de Planck 
Menor dimensão já pesquisada 10-1º 
Dimensão do núcleo atômico 10-15 
Dimensão do átomo 10-10 
Dimensão de um vírus 104 
Dimensão de uma bactéria 105 
Comprimento de onda da luz 105 
Altura do homem 10º 
Diâmetro da Terra 107 
Distância até o Sol 10" 
Distância até a estrela mais próxima 10% 
Dimensão da Via Láctea 10% 
Distância até Andrômeda 102 
Dimensão do Universo 10% 
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Tabela 1.2 
Alguns intervalos de tempo. 


Tempos Segundos 
Menor tempo conceptível na física atual, 10 
denominado tempo de Planck 

Tempo para a luz atravessar o núcleo 103 
Período de oscilação da luz visível 107! 
Período de oscilação de um rádio FM 10% 
Período do motor de um carro veloz 10° 
Período da batida cardíaca 10° 
Duração do dia 105 
Duração do ano 10 
Duração da vida humana 10° 
Desde o surgimento da escrita 10" 
Desde o surgimento do homem 10° 
Idade da Terra 10” 
Idade do Universo 10! 


Tabela 1.3 

Algumas massas. 

Massas Quilogramas 
Massa do elétron 10% 
Massa do próton 102 
Massa de um vírus 10% 
Massa de uma bactéria 102 
Massa de uma pulga 107 
Massa do homem 10º 

Pão de Açúcar (pequena montanha) 10° 
Massa da atmosfera 10" 
Massa dos oceanos 10% 
Massa da Terra 10% 
Massa do Sol 10% 
Massa da Via Láctea 10% a 10° 
Massa do Universo 10º a 10% 


Tabelo 1.4 

Prefixos adotados no SI. 

Fator Prefixo Símbolo Fator Prefixo Símbolo 
10" exa E 107 deci d 
10" peta P 102 centi c 
10° tera T 10° mili m 
10º gga G 10% micro u 
10º mega M 109 nano n 
103 quilo k 10-12 pico p 
10? hecto h 10515 femto f 
10" deca da 10:18 atto a 


Seção 1.10 Erros e algarismos significativos 


Toda mensuração envolve algum erro. As grandezas calculadas também contêm erros, 
sejam decorrentes das medidas usadas para o cálculo ou da imprecisão do próprio cálculo. 
Portanto, ao se expressar o valor de uma grandeza é conveniente dar uma idéia do erro 
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envolvido. Algumas vezes o erro é expresso de forma explícita. Por exemplo, a massa do 
elétron é 


m = (9,109 3897 + 0,000 0054) x 10! quilogramas. (1.5) 


Isto quer dizer que os dois últimos dígitos do número 9,109 3897 não são confiáveis, e o 
número que antecede o fator 10” está entre 9,109 3843 e 9,109 3951. Frequentemente, o 
valor da grandeza e de seu erro são expressos em uma forma mais compacta. Por exemplo, 
podemos expressar a massa do elétron na forma 


m = 9,109 3897 (54) x 10º! quilogramas. (1.6) 


Nem sempre se é tão explícito na indicação do erro de uma grandeza. Uma vez que os 
dois últimos algarismos no valor da massa do elétron são duvidosos, é freqüente fazer-se 
algum tipo de arredondamento no seu valor e expressá-lo na forma 


m=9,109 390 x 10?! quilogramas. (1.7) 


Quando uma grandeza é expressa na forma da Equação 1.7, fica implícito que o último dígito 
é duvidoso, havendo erro tipicamente de + 0,5 em seu valor. Os sete algarismos da massa do 
elétron na Equação 1.7 são denominados algarismo significativos. O dígito O também é 
significativo, apesar de poder estar sujeito a erro. 

Alguns pontos merecem ser comentados sobre a expressão de grandezas. Deve-se notar 
que expressões como 0,3 metro e 0,300 metro têm significados distintos, pois exprimem um 
dado comprimento com diferentes graus de precisão. Além disso, nem sempre o número de 
algarismos significativos de um número corresponde ao número de dígitos com que é expresso. 
Por exemplo, o número 0,0025 tem somente dois algarismos significativos, os dígitos 2 e 5. 
Isto fica claro quando se nota que ele pode ser expresso na forma 2,5 x 10°. 


Seção 1.11 Operações com números contendo erros 


A análise rigorosa das operações com números contendo erros envolve uma área da 
matemática denominada teoria dos erros. Qualquer incursão nessa área está fora de nossas 
intenções. Nossa meta é simplesmente estabelecer algumas regras simples capazes de evitar 
que sejamos muito errados ao lidar com erros. Primeiro, consideremos a soma de números 
em que o erro é presumido. Seja a soma de três números: 

12,55 

1,0432 

3,2 


16,8932 
Arredonda:16,9 


Naturalmente, o número 3,2 tem um erro implícito de 0,05 e, portanto, não faz sentido 
manter todos os algarismos no resultado. A forma correta de escrever o resultado é 16,9. 


Consideremos agora a soma de cinco números em que o erro está explícito: 


2,352 +0,015 
2,345 +0,015 
2,347 +0,015 
2,340 +0,015 
2,357 +0,015 
11,741 +? 


Temos agora que decidir sobre o erro embutido na soma. Cada parcela somada tem um erro 
de até 0,015, para cima ou para baixo. Na pior das hipóteses, todas as parcelas estariam com 
o erro máximo para cima (ou para baixo), e a soma teria então o erro de 5 x 0,015 = 0,075 
para cima (ou para baixo). Ou seja, na pior das hipóteses, a soma daria 


L=11,741+0,075. (1.8) 
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Esta é uma forma muito pessimista de ver as coisas. O problema deve ser visto segundo 
as leis da probabilidade, e ao estudar o Capítulo 19 (Decaimento de difusão), você verá que 
a estimativa correta do erro é 


2=/5x(0,015) = V5 x0,015 =0,034. (1.9) 


e portanto a soma dará 


£=11,741+0,034. (1.10) 


Consideremos agora a soma geral 


N 
E=5 (x; Ax). aa) 


= 


A forma correta de escrever o resultado é 


N N 112 
2-5 tE). dd 
i=l i=l 


Deve-se observar que a Equação 1.10 é um caso particular da regra geral, expressa pela 
Equação 1.12, para o caso particular em que N = 5 e todos os Ax, valem 0,015. Deve-se 
também notar que na Equação 1.12 não há nenhuma exigência de que todos os x, tenham o 
mesmo sinal. Alguns dos x, podem ser positivos e outros negativos, mas o erro final será o 
mesmo. 


A multiplicação de números com erros se faz na forma 


TI = (x; + Ax)(x, + Axo) = xx E (HAX + Am). (1.13) 
ou 
Ax , Mx. 
D=ynllt +A]. (1.14) 
1 
Nota-se que o termo Ax,Ax,, suposto pequeno, foi desprezado na Equação 1.13. 
Consideremos agora a divisão 
F= atar. (1.15) 
x TA 
A fração F pode ser reescrita na forma 
142% 
x; x, 
F=àA- a. (1.16) 
np Ão 
Ee 
Supondo que Ax,/ x, << 1 e Ax, / x, << 1, podemos escrever 
E aj, aan 
1+2 7 
Ay 
e finalmente 
Ax 
F- qu sda, Apm dm, Am) a18) 
% ñ a ay y 
x Ax, , âx 
F=An+(—1+2y. (1.19) 


a H % 


aoea 


Tanto na multiplicação quanto 
na divisão, o erro relativo do 
resultado é a soma dos erros 

relativos dos fatores. 
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Das Equações 1.14e 1.19, podemos extrair uma regra geral: tanto na multiplicação quanto 
na divisão, o erro relativo do resultado é a soma dos erros relativos dos fatores. 

Quando os erros nos fatores em uma multiplicação ou divisão não estão explícitos, deve- 
se escrever o resultado com um número de algarismos significativos igual ao do fator que 
tem o menor número de algarismos significativos. Exemplos: 


Res a 
8,436 x 3,5 = 30, 
3,1416 x (2 x 10'5) = 6 x 10", 
10,42 + 0,015 = 6,9 x 10°. 
Observa-se que ao limitar o número de algarismos com base no número menos preciso, 
podemos estar sendo muito severos. Considere por exemplo a operação 
F = 4,18 + 0,31 = 13. (1.20) 
Entretanto, se considerarmos que cada um dos fatores 4,18 e 0,31 tem um erro igual a 0,5 
no último algarismo, podemos escrever 
F=(418+0,05)x(031 2005)=1349-+1349(G08 + 208) (121 
=13,49+13,484x0,017=13,5+0,2. iii 
Esta equação mostra que tínhamos direito a mais um algarismo em nosso resultado e que o 
erro nele embutido é + 0,2 e não + 0,5, como a Equação 1.20 faz crer. Portanto, quando for 
importante exprimir de forma mais precisa o erro em uma multiplicação ou divisão, é melhor 
usar a regra da soma dos erros relativos. 
pi 
Exercicios 


1.1E Exprima na notação exponencial os seguintes números: 


(A) 101; (B) (10!)'; (C) e. 


1.2E Dê a ordem de grandeza dos números resultantes das operações: 
(A) (2,3 x 10*)x(3,4 x 10°); (B) (2,3 x 10#)+3,4 x 10°). 

1.3E Dê os resultados das operações, com seus erros: 

(A) 5,18x(2,4 x 10°); (B) 0,085+12. 

1.4E Dê o resultado das seguintes somas, com os respectivos erros: 


(A) 5,17+2,05+4,38+3,25; 


(B) (0,510+0,016)+(1,485+0,020)(0,714+0,011)+(1,233+0,023). 


derme cai 
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A cinemática 
é o estudo puramente descritivo 
do movimento, sem 
consideração das suas causas. A 
dinâmica estuda a conexão do 
movimento com suas causas. 
Em conjunto, essas duas 
disciplinas compõem a 
mecânica. 
E 


Seção 2.1 Introdução 


Como foi visto no Capítulo 1 (O que é a física), as leis fundamentais da Natureza 
são equações de movimento. Nesse caso, é natural começar-se o estudo da física pelo estudo 
descritivo do movimento. Estudo descritivo significa análise do movimento em si, sem levar 
em conta o agente ou agentes causadores do mesmo. Esse tipo de estudo é denominado 

inemáiica. O estudo do movimento em conexão com suas causas é o objeto da dinâmica, 
que será apresentada nos Capítulos 5 a 14. A cinemática e a dinâmica compõem a mecânica. 


Os gregos iniciaram os primeiros esforços para entender a cinemática, mas para o pensa- 
mento grego o movimento apresentava sutilezas que impossibilitavam a sua compreensão. 
Zenão de Eléia, o sofista (490/485 a.C. — 430 a.C.), com sua mente ao mesmo tempo arguta 
e confusa, pretendeu demonstrar que o movimento é uma impossibilidade lógica! Um dos 
seus argumentos é digno de revisão, pois expõe a mais importante sutileza do movimento que 
os gregos não conseguiam entender. Zenão disse que Aquiles não conseguiria alcançar uma 
tartaruga, apesar de correr muito mais rapidamente do que ela. Na análise de Zenão, a velo- 
cidade de Aquiles é dez vezes maior do que a da tartaruga, mas trataremos o problema 
supondo Aquiles correndo com velocidade duas vezes maior do que a tartaruga, porque a 
análise fica um pouco mais simples. 


O argumento de Zenão é o seguinte: considere a tartaruga inicialmente no ponto B, 100 
metros à frente do ponto A, onde se encontra Aquiles. Quando Aquiles atingir o ponto B, 
a tartaruga estará no ponto C, 50 metros à frente do ponto B; quando Aquiles atingir o 
ponto C, a tartaruga estará no ponto D, 25 metros adiante do ponto C, e assim por diante. 
Dessa forma, Aquiles estará sempre reduzindo a distância que o separa da tartaruga, sem 
contudo jamais alcançá-la. A Figura 2.1 mostra as posições de Aquiles e da tartaruga nos três 
instantes que acabamos de descrever. 


$ E 


Ea 
A B c D 
o 100 150 175 


Distância (m) 


Figura 21 
Aquiles corre duas vezes mais rápido do que a tartaruga, mas segundo Zenão nunca conseguirá alcançá-la. 


O equívoco de Zenão é (hoje!) prontamente identificável. Ele imaginou uma seqüência de 
estados em cada um dos quais a distância entre Aquiles e a tartaruga é reduzida à metade 
daquela verificada no estado anterior. Entre um estado e outro, algum intervalo de tempo é 
decorrido. Uma vez que a segiiência é infinita, o tempo que Aquiles gastará para alcançar a 
tartaruga é uma soma de infinitos intervalos de tempo, e portanto (segundo Zenão) infinito. O 
erro está em concluir que a soma de infinitas parcelas dá necessariamente um resultado 
infinito. Não é bem assim. Seja T o tempo que Aquiles gasta para correr 100 metros. Este é 
portanto o tempo decorrido entre o primeiro e o segundo estados na segiiência de Zenão. Os 
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tempos decorridos entre os consecutivos estados serão T, T/2, T/4, T/8 etc. Portanto, a 
soma entre esses intervalos de tempo será 


E Ea 
2 4 


À A | 
t=T+T(-+ ++). (2.2) 
G 48 ) 
O leitor familiarizado com séries geométricas concluirá prontamente que 


t=2T. (23) 


Se o leitor ignora como somar séries geométricas, veja a forma como a série entre parên- 
teses na Equação 2.2 pode ser somada. Suponha um objeto, por exemplo, uma barra de dado 
comprimento. Corte-a pela metade e separe uma parte. Você separou a metade da barra. Corte 
então o restante pela metade, e junte a metade da metade ao que já havia separado. Agora 
você tem 1/2 mais 1/4 da barra. Cortando a sobra novamente pela metade, você tem um 
pedaço que corresponde a 1/8 da barra, e se juntá-lo à sua coleção de pedaços terá reunido 
1/2 + 1/4 + 1/8 da barra. Está claro que a sobra vai aos poucos se acabando, e no fim você 
terá juntado em sua coleção de infinitos pedaços toda a barra. Portanto, 1/2 + 1/4 + 1/8 + =- 
= 1, e podemos assim concluir que o tempo t expresso na Equação 2.2 é igual a 2T. 


Seção 2.2 Movimento retilineo 


Neste capítulo estudaremos o movimento de um corpo sobre uma reta, o denominado 
movimento retilíneo. A análise de tal movimento é mais simples porque não temos que ficar 
preocupados com direções. Para quantificar o movimento, precisamos construir uma escala 
na reta sobre a qual se dá o movimento, semelhante às marcas de quilometragem em uma 
estrada. Nossa escala terá divisões e subdivisões muito finas, de forma que possamos deter- 
minar a posição da partícula com precisão arbitrariamente grande. Teremos dessa forma um 
eixo de coordenadas, que chamaremos eixo dos x. 

Para simplificar ainda mais, somente trataremos do movimento de partículas. Como já 
dissemos no capítulo anterior, uma partícula é um corpo com dimensões tão minúsculas que 
possamos tratá-lo como pontual. Isto é conveniente, pois ao dizer a posição do corpo não 
temos que explicitar sobre que parte do mesmo estamos falando. A coordenada x da partícu- 
la terá módulo igual à sua distância a um ponto escolhido como ponto de coordenada 0 ou 
origem das coordenadas, e o eixo é orientado de modo que a coordenada é positiva quando a 
partícula está à direita e negativa quando está à esquerda de 0. Dispomos também de um 
relógio para marcar o tempo, e no instante t a partícula terá coordenada x(t) (ver Fi gura 2.2). 


Lisississadossssssss li siguisisissssss rlan lo 
0 10 20 xr) 30 40 so x 


Figura 2.2 
A partícula se desloca sobre o eixo dos x. No instante £, sua coordenada terá o valor x(t). 


Seção 2.3 Velocidade média 

Sejam x, =x(t,) e X,=x(t,) as coordenadas da partícula nos instantes t, € t, respectivamen- 
te. A velocidade média da partícula no intervalo de tempo (t,» £) é por definição a grandeza 
Forti TEA 
&—h 


(2.4) 


v 


20 
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Por exemplo, se Aquiles estiver no'ponto (de coordenada) x, = 48,5 m no instante £, = 5,00 s 
e no ponto x, = 99,2 m no instante £, = 10,00 s, sua velocidade média no intervalo (t,, t,) será 

7- 99,2 m- 48,5 m =101m/s 

10,00 s — 5,00 s 

Podemos aplicar esses conceitos de coordenada e velocidade média também ao movi- 
mento sobre uma trajetória curvilínca, se medirmos a distância percorrida pela partícula 
sobre a trajetória curva percorrida. Nesse caso, x, — x, não corresponde à distância entre as 
posições da partícula nos instantes £, € £,, pois esta distância teria que ser medida ao longo 
da reta que vai de uma posição à outra. Exemplos: a distância percorrida por um carro indo de 
Belo Horizonte ao Rio de Janeiro é de 480 km, mas a distância entre os dois pontos é menor 
do que isto; um maratonista corre cerca de 42 km para no final chegar ao mesmo ponto de 
partida. 

Com essa ressalva, um carro que foi do km 140 ao km 200 de uma estrada em 45 minutos 
desenvolveu neste percurso a velocidade média de 80 km/h, independentemente da distância 
em linha reta entre esses dois marcos. 


Seção 2.4 Velocidade instantânea 


Em suas já mencionadas “Lectures on Physics”, Feynman conta a anedota de um motorista 
parado por um guarda de trânsito. O guarda diz: você estava fazendo 100 km/h, ao que o 
motorista responde: como isto é possível se somente dei partida há um minuto? O significado 
real da afirmação do guarda é que se o motorista continuasse com a mesma velocidade que 
tinha quando foi intimado a parar, iria percorrer 100 km nos próximos 60 minutos. O guarda 
falava em velocidade instantânea do carro, algo que o velocímetro do carro e também o radar 
da polícia podem indicar, e que pretendemos definir nesta seção. Em outro famoso sofisma, 
Zenão, o confuso, pretendia ter demonstrado que uma flecha não pode se mover. Sua pondera- 
ção agora é que a cada instante a ponta da flecha ocupa uma posição bem definida, e não lhe 
parecia possível que algo com posição bem definida pudesse ter velocidade diferente de zero. 

A Figura 2.3 mostra um gráfico da variação da posição de uma partícula (definida pela 
coordenada x) em função do tempo. Nosso intuito é definir a velocidade instantânea em um 
dado instante, digamos t, = 3,000 s. Com esse objetivo, calculamos a velocidade média em 
intervalos de tempo (t, t), para diversos valores de t, sendo + >r,. Na verdade, dispomos da 
tabela de dados que gerou a Figura 2.3, o que torna o cálculo bastante simples. 


100 
80 
E 
x 
60 
$ 
5 
E 
S 
O 
fas Figura 2.3 
Variação no tempo da 
o coordenada x de uma 
partícula. 


Tempo (s) 


A Tabela 2.1 mostra os valores de x para diversos valores de 1, e também a velocidade 
média da partícula nos diversos intervalos (t,, £). Tal velocidade média, vale lembrar, é calcu- 
lada pela expressão 


Hx). (2,5) 
A 


Velocidade 
instantânea 
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Tabela 2.1 


Variação da posição e da velocidade média, entre £, e t, da partícula cuja coordenada varia no 
tempo na forma vista na Figura 2.3. 


f = 


Tempo Posição Velocidade média 
| x(m) =H0- xt) (mis) 
t=t, o 

1,=3,000 20,8594 
3,005 20.9314 14,398 
301 21,0037 14,430 
3,02 21,1491 14,485 
305 21,5924 14,660 
310 223546 14952 
3,20 23,9716 15,561 
3,50 29,6500 17,581 
4,00 42,5094 21,650 
450 60.9000 26,694 
5,00 86,5094 32,825 


A Tabela 2.1 mostra que a velocidade média tende para um valor próximo de 14,39 m/s 
quando o intervalo de tempo At = —t, tende para zero. Esta tendência pode ser visualizada 
na Figura 2.4, que mostra graficamente o comportamento de % com o intervalo de tempo 
t-t, O limite de 7 quando 4 — t, tende para zero é por definição a velocidade instantânea 
da partícula no instante t, Formalmente, escrevemos 


vt) = lim DC). (2.6) 
Com t-t, 


A Equação 2.6 pode ser reescrita na forma 
im Xli, +At)- x(t.) 


v= lim A (2.7) 
ou equivalentemente 

v(t)= lim x+n- xte), (2.8) 

A0 At 

Definindo 

Ax=x(t+At)— x(t)» (29) 
a velocidade instantânea pode ser escrita na forma 

v(b= Jim E. (2.10) 


35 


w 
e 


Figura 2.4 


Variação com o tempo z da velocidade 
média, no intervalo entre 1 e t, da 
partícula cuja variação temporal das 
coordenadas é mostrada na Figura 
2.3. Quando r-r, tende para zero, a 

vid velocidade média tende para um valor 
v(t,), o qual por definição é a 

00 05 To Ts 20 velocidade instantânea da partícula 
t- no instante £ . 
fo(s) 


Velocidade média (m/s) 
B b 


x 
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Derivada 
da função x(t) 


Velocidade 
instantânea 


Interpretação geométrica da 
velocidade instantânea 


Seção 2.5 A velocidade instantânea 
é expressa por uma derivada 


O limite mostrado na Equação 2.10 é por definição a derivada da função x(t) no instante 
t. Formalmente, escreve-se 


um é. RID 
dt s0 Ar 
Portanto, 
dx 2.12) 
N=. (2 
v(e) r 


Essas operações matemáticas que acabamos de realizar têm uma interpretação geométri- 
ca muito conveniente, que pode ser obtida pela análise da Figura 2.5. A velocidade média da 
partícula entre os instantes 1 e t+ At é igual ao coeficiente angular da corda que une os pontos 
indicando a partícula naqueles dois instantes. Numericamente, tal velocidade média é dada 
por 

v=tanô'. (2.13) 
Quando At — 0, aquela corda fica paralela à tangente da curva x(t) no instante t. Portanto, a 
velocidade instantânea da partícula no instante £ é igual ao coeficiente angular da tangente à 
curva x(t) naquele instante. Numericamente, temos 


v(t) = tan6. (2.14) 

A função x(t) descrita graficamente nas Figuras 2.3 e 2.5 é 

x) = 5,000 -1+ 0,15077- -0.500 9)*. (235) 
Derivando x(t), obtemos a sebda instantânea da partícula em função do tempo. 

v= sooo ™ +60 - (t—0,500 s)? , 216) 


Da Equação 2.16 podemos calcular 


v(3,000 5) = 5,000 ™ + 0,6007% - (2,500 s)? =14,375 = > 
s s s 


valor bastante próximo dos 14,39 m/s estimados com base na Tabela 2.1. 


Figura 2.5 

A velocidade média da 
partícula entre os instantes t 
e t+ Até igual ao coeficiente 
angular (ou inclinação) da 
corda que une os dois pontos 
indicando a partícula 
naqueles dois instantes. 
Quando At — 0, aquela corda 
fica paralela à tangente da 
curva x(t) no instante t. 


Coordenada x (m) 


Deslocamento em 
movimento com 
velocidade variável 
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Seção 2.6 Cálculo de x(?) a partir de v(A 


Já aprendemos a calcular v(t) a partir do conhecimento de x(t). Estudaremos agora o proble- 
ma inverso, de calcular x(t) a partir do conhecimento de v(t). A Figura 2.6 mostra o gráfico 
da variação temporal da velocidade de uma partícula. Para calcular o deslocamento da partí- 
cula no intervalo de 1, a 1, podemos decompor este intervalo em N intervalos de pequena 
duração 
t-t, 
r 
de forma que a velocidade em cada intervalo tenha uma variação pequena. Nesse caso, 
podemos em cada intervalo i de tempo aproximar a velocidade da partícula por um valor 


constante v, (ver Figura 2.6). O deslocamento da partícula será, portanto, aproximado pela 
fórmula 


At= (2.17) 


x(t)- x(t) = (vı + v3 +- vy )At, (2.18) 


N 
x(t)- x(t) = Ð vit. (2.19) 


Observe-se que o somatório na Equação 2.19 é igual à área sombreada na Figura 2.6. 


Para o cálculo exato do deslocamento da partícula, toma-se o limite em que N — os e 
conseqüentemente At > 0. No limite, o somatório contido na Equação 2.19 se transforma 
em uma integral. Portanto, 


A 
x-x, = [u(rde . (2.20) 
lo 


Figura 2.6 

A curva contínua descreve a variação 
temporal da velocidade de uma partícula. 
Para o cálculo do deslocamento no 
intervalo de tempo entre £, e t, este 
intervalo é dividido em N intervalos de 
pequena duração At = (t — t )/ N, durante 
os quais a velocidade é aproximada por 
um valor constante. O deslocamento da 
partícula entre £, e t é aproximadamente 
igual à área sombreada da figura. 


Velocidade 


Tempo 


O deslocamento da partícula, expresso pela Equação 2.20, é igual à área sombreada na 
Figura 2.7. 


Velocidade 


Figura 2.7 

A área sobre a curva v(r) entre £, e té igual 
ao deslocamento da partícula nesse 
Tempo intervalo de tempo. 


Aceleração 
média 


Aceleração 
instantânea 


—— 


O termo instantâneo é 
geralmente omitido na descrição 
do movimento. Quando se diz 
velocidade ou aceleração, quer- 
se dizer, respectivamente, 
velocidade instantânea ou 
aceleração instantânea. 
=p, 
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Seção 2.7 Aceleração 


Aceleração tem na física um significado diferente do entendido na linguagem comum, 
Dizemos que um carro está muito acelerado quando sua velocidade é elevada, mesmo que eja 
tenha valor constante no tempo. Em contraste, na física o conceito de aceleração está ligado 
a mudanças de velocidade. Mais precisamente, aceleração é a taxa de variação da velocidade 
com o tempo. Sejam v, e v, respectivamente, as velocidades da partícula nos instantes te 
t, A aceleração média da partícula no intervalo (fp t £) é definida por 


(2.21) 


Por exemplo, um carro que vai do repouso a 100 km/h em 12,0 s tem neste intervalo uma 
aceleração média igual a 
—  100kmh-0 _ 27,78 m/s 
© 12s-0 Rs 
Destaca-se a analogia entre as definições de aceleração média e velocidade média. Esten. 
dendo essa analogia, definimos aceleração instantânea na forma 


v(t+åt)- v(t) E 


=231m/s”. 


a(t)= lim (2.22) 
4150 At 
dv 
t=. (2.23 
a(t) de 3) 


Uma vez que a aceleração instantânea é a derivada em relação ao tempo da velocidade instan. 
tânea, e esta última é a derivada em relação ao tempo da coordenada x da partícula (Equação 
2.12), a aceleração instantânea da partícula é a derivada segunda em relação ao tempo da sua 
coordenada: 
d?x 

a= (2.24) 

O termo instantâneo é geralmente omitido na descrição do movimento. Quando se diz 
velocidade ou aceleração, quer-se dizer, respectivamente, velocidade instantânea ou acelera. 
ção instantânea. Seguiremos tal linguagem simplificada e passaremos a falar em velocidade, 
velocidade média, aceleração e aceleração média. 


> Exemplo Z.1 Calcule a aceleração da partícula, cujo movimento é descrito pela 
| Figura 2.5 e pela Equação 2.15, no instante t = 3,000 s. 


Solução Derivando a função v(t) descrita pela Equação 2.16, obtemos 
a(t)=1,8005 (0,500 5)? 
Portanto, é 
a(3,000s)= 18005 «(3,000 s—0.500)? =11,25 F 
prxemplo 22A Soomega de uma partícula varia na forma 
x(t)=x, +v, atia- È ja 


(2.25) 
onde x,, v, e À são constantes. Calcule v(t) e a(t). 
Solução Tomando as derivadas primeira e segunda da função x(t), 
obtemos, respectivamente, 
Rea 2 
H=vo FER) (2.26) 


A) =A( 1). (2.27) 
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> Exemplo 2.3 Sendo £, = 5,00 s, A = 2,00 m/s?, v,=-10,00 m/s e x, = 50 
m na Equação 2. 35, faça gráficos de a(t), v(i) e x(t) no intervalo de 
tempo entre 0 e 10 s. 


Solução Os gráficos são apresentados nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10, 
respectivamente. 
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| Aceleração da partícula cujo 
-2% À sas movimento é descrito pela 
o 2 4 6 8 10 Equação 2.25, com os parâmetros 
| Tempo (s) fornecidos no Exemplo 2.3. 
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Figura 2.9 
Velocidade da partícula cujo 


movimento é descrito pela Equação 
2.25, com os parâmetros fornecidos 
no Exemplo 2.3. 


5 


Coordenada (m) 
5 o 


Figura 2.10 
Coordenada da partícula cujo 
movimento é descrito pela Equação 
2.25, com os parâmetros fornecidos 
Tempo (s) no Exemplo 2.3. 


| 
B 


O Exemplo 2.3 põe em evidência algumas ligações entre os gráficos de x(t), v(t) e a(t) 
que merecem ser discutidos. Como vimos anteriormente, a velocidade é numericamente 
dada pela inclinação da curva que descreve x(t). Portanto, quando essa inclinação é positi- 
va, a velocidade é positiva (movimento para a direita) e quando a inclinação da curva é 
negativa a velocidade é negativa (movimento para a esquerda). As Figuras 2.9 e 2.10 mos- 
tram claramente esta conexão. 


Analogamente, a aceleração é numericamente dada pela inclinação da curva que descreve 
v(t). Portanto, quando essa inclinação é positiva a aceleração é positiva e quando a inclinação 
é negativa a aceleração é também negativa. (Aceleração negativa é frequentemente denomi- 
nada desaceleração, ou frenagem.) Esses fatos são claramente expostos pela comparação 
entre as Figuras 2.8 e 2.9. 
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= 


Onde a concavidade da curva 
que descreve x(t) é positiva 
(algo assim:/), a aceleração é 
positiva, e onde a curva tem 
concavidade negativa (algo 
assim:/N), a aceleração é 
negativa. 
par am 


Conforme vimos, a aceleração é a derivada segunda de x(t). Por outro lado, há uma 
relação entre a derivada segunda de uma função e a concavidade da curva que a descreve: 
quando a derivada segunda é positiva, a concavidade é também positiva, e quando a derivada 
segunda é negativa a concavidade é negativa. Portanto, quando a aceleração é positiva, a 
curva que descreve x(t) tem concavidade positiva, e quando a aceleração é negativa a curva 
tem concavidade negativa. Isto pode ser visto pela comparação das Figuras 2.8 e 2.10. No 
intervalo de tempo entre 0 e 5 s, a concavidade da curva que descreve x(t) na Figura 2.10 
é negativa e, como se vê na Figura 2.8, a aceleração é também negativa. Já no intervalo de 
tempo entre 5 s e 10 s, tanto a concavidade da curva de x(t) quanto a aceleração são 
positivas. 


Seção 2.8 Movimento uniforme 


Nesta seção e na seguinte estudaremos duas formas especiais de movimento. O mais 
simples de todos é o movimento uniforme, no qual a velocidade da partícula é constante. 
Esse movimento é ilustrado na Figura 2.11. O deslocamento no intervalo de tempo (t, f) é 


x-x=vo(t-t). (2.28) 


Š 


Deslocamento 
Figura 2.1 


Velocidade 


Movimento uniforme. 


to t 
Tempo 


Seção 2.9 Movimento uniformemente acelerado 


O movimento uniformemente acelerado tem uma aceleração de valor constante que tanto 
pode ser positiva quanto negativa. Seja a o valor da aceleração. Nesse caso, podemos escre- 
ver 

dv _ 


=a, «.dv=adt. 2.29; 
EA (2.29) 
Integrando esta equação, obtemos 
t 
v-v, =fad'=at, (230) 
o 
v(t) = v, + at, (2.31) 


onde v, é o valor da velocidade em t = 0, ou seja, o valor inicial da velocidade. A coordenada 


da partícula pode ser obtida pela integração da velocidade: 
t 


x=x, + f(v, +at)dt' . (2.32) 
o 


Efetuando as operações indicadas na Equação 2.32, obtemos 
zsm tvit ian, (2.33) 


onde x, é a coordenada inicial da partícula. 

A conexão anteriormente feita (Seção 2.6) entre o deslocamento da partícula e a área sob 
a curva que descreve v(t) pode ser facilmente vista no caso do movimento uniformemente 
acelerado. A Figura 2.12 mostra o gráfico de v(t) expressa pela Equação 2.31. A área som- 
breada da figura é 
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“ob Figura 2.12 
Vo Comportamento da 
2! velocidade em um 
movimento uniformemente 
o A acelerado. 
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1 E Ls 
goto tadli=vit+ar i (2.34) 


Fazendo A= x—x,, esta equação reproduz a Equação 2.33. 

Algumas relações úteis podem ser facilmente obtidas para o movimento uniformemente 
acelerado. Para o caso em que a velocidade inicial é nula, pela Equação 2.33, a distância 
d=x-x, percorrida pelo corpo é 

2 
12 Lat) 
2 2 a 


dE (2.35) 


Distância que um corpo © POSto que v = at, obtemos 


uniformemente acelerado, v (2.36) 
partindo do repouso, percorre d= 2a. É 
até atingir a velocidade v 


Analogamente, a distância que um corpo com velocidade inicial V, freado com acelera- 
ção uniforme —a, percorre até parar é 
PE EE 2 
Distância que um corpo com Ja Vo (2.37) 
velocidade inicial v, percorre em Es 2a dá k 
uma freada uniforme 


p Exemplo 2.4 Um carro, com velocidade inicial de 25,0 m/s (90 km/h) 
freia com aceleração constante e percorre 60,0 m até parar. Qual é a 
sua aceleração? 


Solução Pela Equação 2.37, a aceleração é negativa e tem módulo 


dado por 
2 
an CO sZ. 
| 2x60m 


b Exemplo 2.5 Um avião, partindo do repouso, tem aceleração uniforme na 
pista e percorre a distância de 800 m até levantar vôo com velocidade 
de 360 km/h. Quanto tempo ele gasta nesse processo? 


Solução Pela Equação 2.36, a aceleração do avião vale 
(100 mis)? 
2x800 m 


=6,25m/s*, 


e portanto o tempo gasto na aceleração é 


st. Ome qo. 
| a 6,25m/s? 
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ds 


Aceleração da gravidade 
é a aceleração dos corpos em 
queda livre na proximidade 
da Terra. 
ESA 


Valor típico 
daaceleração 


dagravidade 


Tempo de queda 
livre da altura h 


Velocidade final 
da queda livre 


2.9.1 Queda livre 


A queda livre de corpos sujeitos à gravidade da Terra, na 
proximidade de sua superfície, é um exemplo importante de 
movimento uniformemente acelerado. Ignorando-se a resistên- 
cia que o ar oferece ao movimento, todos os corpos em um 
dado ponto da Terra caem com a mesma aceleração g, denomi- 
nada aceleração da gravidade. O valor de g varia com a altitude, 
a latitude, e em menor grau com composição e morfologia local 
das rochas. Seu valor típico é 


g=9,81 m/s. 


Se um corpo cai partindo do repouso no instante inicial 1=0, 
do ponto de coordenada Y, = h, sua coordenada varia no tempo 
na forma 


y=h-Żgr. (2.38) 


A Figura 2.13 mostra a segiiência, simulada em computador, de 
uma esfera em queda livre, partindo do repouso. O intervalo de 
tempo entre as imagens consecutivas da esfera é de 50,0 ms, e 
a primeira imagem mostra a esfera no instante inicial. 

A Figura 2.14 mostra a variação no tempo do deslocamento 
h — y da esfera cuja queda é mostrada na Figura 2.13. A linha 
ocre mostra a parábola descrita por d = h — y = gê / 2. 
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A. PN Figura 2.14 
81 e Variação no tempo do 
£ ey deslocamento da esfera em 
2 x, queda livre mostrada na 
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Exemplo 2.6 Calcule o tempo que um corpo gasta para cair de 
| umaalturah, partindo do repouso, e sua velocidade final. 


1 
A 


fon. 
t=|— 
£ 


A velocidade final será 

V= Bto 

Substituindo o valor de 1, obtemos 
ve=vy28h. 


Solução Fazendo y = 0 na Equação 2.38, obtemos 


Figura 2.13 

Vistas, tomadas a cada 
50,0 ms, de uma esfera 
em queda livre, partindo 
do repouso. 


© oeccececeem 


Deslocamento (m) 
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A correção na velocidade 
relativa dos corpos de nossa 
experiência diária, imposta pela 
teoria da relatividade, é pequena 
demais para ser percebida. Esta 
é exatamente a razão pela qual a 
relatividade foi desenvolvida 
tardiamente. 

Seru 


Capitulo 2 / Movimento retilineo 


Seção 2.10 Movimento relativo 


Até o momento, estudamos o movimento de um corpo em relação a um eixo de coorde- 
nadas fixo. Estudaremos agora o movimento de um corpo em relação a outro também em 
movimento. Voltaremos portanto ao problema de Aquiles e a tartaruga. Manteremos a restri- 
ção de que ambos os corpos se movem sobre a mesma linha reta, digamos, 0 eixo dos x. As 
coordenadas dos dois corpos nesse sistema de eixos serão x,(t) e x(t), respectivamente. A 
diferença entre as coordenadas dos dois corpos será 


X0) = (1) — x (1). (2.39) 


A velocidade do corpo 2 em relação ao corpo 1 será 


v=H do dm, (2.40) 
dt dt dt 
ou 
V=v,-v, (2.41) 


A Equação 2.41 exprime algo que possivelmente é bastante óbvio para o leitor. Por exemplo, 
se o carro 2 segue na estrada reta com velocidade de 100 km/h e o carro 1 segue no mesmo 
sentido com velocidade de 80 km/h, a velocidade do carro 2 em relação ao carro 1 é 


V = 100km/h — 80km/h = 20km/h. (2.42) 
Já se os dois carros viajam em sentidos opostos, supondo que a velocidade do carro 2 seja a 
positiva, obtemos 

V = 100km/h <-80km/h) = 180km/h. (2.43) 


Essa descrição do movimento relativo, por mais óbvia que nos pareça, não é válida quan- 
do as velocidades são significativas em relação à velocidade da luz no vácuo, cujo valor é 
aproximadamente 300 000 km/s ou 3,00 x 10º m/s. A teoria da relatividade corrige a descri- 
ção do movimento relativo, e conforme veremos no Capítulo 28 (Relatividade especial - 
cinemática), a expressão correta para a Equação 2.41 é 


RR baii ED (2.44) 
I-viva/e? 


No caso do movimento dos objetos de nossa observação diária, a correção é muito pequena. 
Tomando o caso dos dois automóveis que acabamos de analisar, considerando que 


80 km/hx100kmh _ 6,15x10? 


= =6,8x1075, 
(3x10º m/s)? 9x 10! 


as Equações 2.42 e 2.43 são corrigidas, respectivamente, para 


ye kmh -= 20 km/h X (1+6,8x10™) =20kmh+1,4x10 "° kmh (245) 
1-6,8x107 
e 
res io li =180km/hx(1-6,8x10)=180km/h-1,2x102 kmh. (246) 


—1+68x1075 


Fica então evidente que a correção na velocidade relativa imposta pela teoria da relativi- 
dade é pequena demais para ser percebida. Esta é exatamente a razão pela qual a relatividade 
foi desenvolvida tardiamente. 
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Consideremos agora dois elétrons passando um pelo outro em sentidos opostos, com 
velocidades cujos valores absolutos sejam ambos iguais a c/2. Neste caso, a velocidade 
relativa entre os dois elétrons será 


cl2+c/2 c 4c 


ya 
pp (et? 15 
4 


(247) 


o que é bastante distinto do valor V = c previsto pela cinemática clássica. 


Destaca-se enfim a tortuosa história das noções sobre o movimento relativo. Zenão o 
achava paradoxal e ininteligível, Galileu, Newton & Cia. o consideraram óbvio e trivial e, 
finalmente, Einstein corrigiu um equívoco fundamental na análise do óbvio. Para azarar ainda 
mais, já é claro para todos que as noções atuais sobre o movimento, relativo ou não, não 
podem ser estendidas para deslocamentos arbitrariamente pequenos. A mecânica quântica, 
que estudaremos nos Capítulos 33 e 34, considerada conjuntamente com a relatividade geral, 
que não estudaremos, nos leva a concluir que a visão atual do espaço e do tempo não se 
aplica a distâncias tão pequenas quanto 10 m e intervalos de tempo tão pequenos quanto 
10º s, e sem entender espaço e tempo, não há como entender o movimento. Nesta escala 
(chamada escala de Planck), as dificuldades apresentadas por Zenão para a descrição do 
movimento da ponta da flecha se transformam em um problema real. Zenão, o confuso, 
atirou no cachorro e acertou na codorna! 


Exercícios, problemas e questões 


2.1E A tartaruga começa a corrida 100 m à frente de Aquiles. 
Este corre à velocidade de 10,0 m/s, o dobro da velocidade da 
tartaruga. (A) Quanto tempo Aquiles leva para alcançar a tarta- 
ruga? (B) Quanto tempo leva Aquiles até ficar 100 m à frente da 
tartaruga? 


2.7P A posição de um corpo varia segundo a equação x = 
A coswt. Calcule a velocidade e a aceleração do corpo no 
instante 1. 


2.8P A posição de um corpo varia segundo a equação x = A 


sengt. Mostre que x = —a /q?, onde a é a aceleração do corpo. 
2.2P Refaça o Exercício 2.1 para o caso (proposto por Zenão) 


em que Aquiles faz 10,0 m/s e a tartaruga 1,00 m/s. 


2.3P Considere o caso mais geral do problema de Zenão. As 
velocidades de Aquiles e da tartaruga são, respectivamente, A 
e v, e a corrida começa com a tartaruga à distância d à frente de 
Aquiles. Quanto tempo Aquiles leva para alcançar a tartaruga? 

2.4E Dois automóveis viajam com velocidades médias de, 
respectivamente, 80 km/h e 100 km/h. O carro mais veloz está no 
km 220 enquanto o outro está no km 210. Em que quilômetro 
provavelmente ocorreu a ultrapassagem? 

25E A posao de um Corpa varia segundo a equação 


x= S0m+10%-1+1057- (1—205). 


(A) Qual é a velocidade do corpo em £ = 0? (B) Qual é a sua 
aceleração em 1 = 0? 


2.6P A velondade de um copo varia segundo a equação 
v=6, om +0, 20055- P 


(A) Qual éa e do corpo no instante £ = 2,0 s? (B) Qual 
é o seu deslocamento no intervalo entre 1 = 2,00 s e £ = 4,00 s? 


= 


2.9P A Figura 2.15 mostra a variação da velocidade de um 
corpo. (A) Faça um gráfico da aceleração do corpo. (B) Calcule o 
deslocamento do corpo no intervalo entre O e 20 s. 

2.10P Calcule a aceleração média, no intervalo entre O e 10 s, 
do corpo cujo movimento é mostrado na Figura 2.15. 

2.11P Calcule a velocidade média, no intervalo entre 10 s e 
20 s, do corpo cujo movimento é mostrado na Figura 2.15. 

2.12Q Imagine que, na Figura 2.15, o eixo vertical fosse a 


coordenada x do corpo e não sua velocidade. Você veria algum 
absurdo nesta figura? 


u 


Figura 2.15 
(Problemas 2.9 
a2.lle 
Questão 2.12). 


Velocidade (m/s) 
o 


Tempo (s) 


2.13E A Figura 2.16 mostra a variação no tempo da posição 
(coordenada) de um corpo. (A) Em que instante o corpo tem 
velocidade nula? (B) Em que instante o corpo tem velocidade 
máxima? (C) Em que instante o corpo tem velocidade com valor 
algébrico mínimo? 


Posição (m) 


Figura 2.16 


(Exercícios 2.13 
a2.17). 


Tempo (s) 


2.14E Qual é a velocidade média do corpo, cujo movimento 
é mostrado na Figura 2.16, nos intervalos (A) 0, 10 s e (B) 0, 20 s? 

2.15E Em que intervalo de tempo o corpo cujo movimento 
é mostrado na Figura 2.16 tem aceleração (A) positiva? (B) ne- 
gativa? 

2.16E Qual é a velocidade do corpo cujo movimento é mos- 
trado na Figura 2.16 no instante 1 = 10 s? 

2.17E Esboce gráficos da velocidade e da aceleração, em 
função do tempo, do corpo cujo movimento é mostrado na Figu- 
ra 2.16. 

2.18E Calcule a velocidade no instante t = 10 s do corpo cuja 
aceleração é mostrada na Figura 2.17, supondo que sua veloci- 
dade inicial seja nula. 


10 

os l 

RA 

E) 

S 6 

Ê 

E 4 

8 

2a Figura 2.17 
é (Exercício 2.18e 

Problema 2.19). 


o 2 4 6 8 10 
Tempo (s) 


2.19P A aceleração de um corpo é mostrada na Figura 2.17. 
Esboce gráficos da velocidade e do deslocamento do corpo em 
função do tempo, supondo que sua velocidade inicial seja nula. 

2.20P Um carro leva 12,0 s para atingir a velocidade de 
100 km/h, partindo do repouso. Supondo que sua aceleração seja 
constante, quanto ele se desloca até atingir essa velocidade? 

2.21P Na cobrança do pênalti, no jogo de futebol, a bola é 
chutada à distância de 11 m do gol, e a velocidade típica da bola 
é 100 km/h. O tempo que o goleiro gasta para cair é aproximada- 


Capítulo 2 / Movimento retilineo 31 


mente igual ao tempo que um objeto gasta para cair de uma 
altura h/2, onde h é a altura do goleiro. Calcule (A) o tempo que 
a bola leva no trajeto até o gol e (B) o tempo que o goleiro gasta 
para cair. (C) É possível que goleiro pegue uma bola rasteira sem 
pular antes do chute? 

2.22P Mostre que uma pedra atirada para cima leva o mesmo 
tempo na subida e na descida. 


2.23E Alguns jogadores de futebol, como Éder Lopes e 
Nelinho, conseguiam chutar a bola com a velocidade de 130 km/h. 
Se a bola fosse chutada para cima com tal velocidade, (A) qual 
seria a altura atingida? (B) Qual seria o seu tempo de permanên- 
cia no ar? 

2.24P Um corpo cai da altura h, partindo do repouso. Os 
tempos gastos na primeira e na segunda metade da queda são t; 
€ t, respectivamente. Calcule 1,/1,. 


2.25P Um corpo cai da altura h, com velocidade inicial V, 
para baixo. Calcule (A) o tempo de queda e (B) a velocidade final 
do corpo. 

2.26P Um corpo cai da altura de 50,0 m, partindo do repouso. 
Quanto ele percorre no último segundo da queda? (d = 26,4 m) 

2.27P Um objeto cai do alto de um edifício e durante o último 
segundo de queda percorre 50,0 m. Qual é a altura do edifício? 


2.28P A aceleração dos metrôs, tanto na arrancada como na 
freada, é usualmente limitada a a = 1,3 m/s? (em valor absoluto) 
para maior segurança dos passageiros viajando em pé. Por isso, 
no percurso entre duas estações separadas por uma pequena 
distância d, o trem não consegue atingir grandes velocidades. 
(A) Mostre que o menor tempo de percurso é obtido se o trem 
tem aceleração a na primeira metade do percurso e —a na segun- 
da metade do mesmo. (B) Calcule a velocidade máxima v, „a atin- 
gida pelo trem. (C) Calcule v, para o caso em que d = 1,00 km. 

2.29P Uma bala, com velocidade de 300 m/s, atinge um bloco 
de madeira e nele penetra uma distância de 5,0 cm. Qual é a 
aceleração da bala (em módulo), suposta constante na frenagem? 


2.30P Dois carros partem simultaneamente do repouso de 
pontos separados por 300 m, indo um em direção ao outro. 
Um carro tem aceleração constante de 2,00 m/s? e o outro tem 
aceleração constante de -3,00 m/s?. (A) Quanto tempo os carros 
levam para passar um pelo outro? (B) Quanto o carro mais rápi- 
do se desloca até esse encontro? 

2.31P Um carro está parado no sinal luminoso. Quando o 
sinal abre o carro arranca com aceleração de 3,0 m/s?, e exata- 
mente naquele instante outro carro o ultrapassa com velocida- 
de de 40 km/h. Tanto a velocidade do carro que arranca quanto 
a velocidade do carro que vem de trás são mantidas constantes 
durante 10 s. (A) Faça um gráfico das posições dos dois carros. 
(B) Calcule a distância percorrida até que o carro acelerado ultra- 
passe o outro. 

2.32E Um próton com velocidade de 0,80c é perseguido por 
um elétron com velocidade de 0,90c. Qual é a velocidade do 
elétron relativamente à do próton? 


2.33E Dois prótons viajam na mesma direção e sentidos opos- 


tos com velocidades de valor 0,800c. Qual é a velocidade relati- 
va entre eles? 
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Seção 3.1 Introdução 


As leis físicas são expressas por equações matemáticas que relacionam entre si diferentes 
entidades. Para que essas equações tenham significado, é essencial que as entidades relacio- 
nadas sejam quantificáveis. Esta é, na verdade, uma condição altamente restritiva, pois, na 
vida diária e também nas ciências não-físicas, emitimos conceitos diversos que envolvem 
entidades não-quantificáveis. Quantificável e mensurável são propriedades equivalentes. Uma 
entidade é quantificável (exprimível em quantidade) quando é mensurável (pode ser medida). 
Por exemplo, um comprimento ou uma massa são entidades mensuráveis. Podemos dizer 
que um comprimento é x vezes maior do que outro e, nesse caso, tomando um comprimento 
arbitrariamente como unidade de medida, por exemplo, um metro, podemos exprimir qual- 
quer outro comprimento por um número real |, que é a razão entre aquele comprimento e o 
comprimento unitário, no caso o metro. Entretanto, inúmeras outras entidades não apresen- 
tam esse tipo de propriedade. Não sabemos quantificar odor, sabor, emoções, conceitos 
éticos e estéticos etc. Sendo assim, não conseguimos formular leis físicas que envolvam tais 
entidades. As entidades mensuráveis que aparecem nas leis físicas são denominadas grande- 
zas físicas. Comprimento, massa, velocidade, força, pressão e temperatura são algumas das 
grandezas físicas. 


O espaço e o tempo são os cenários onde ocorrem todos os fenômenos. O espaço apre- 
senta a notável propriedade de ser isotrópico, ou seja, todas as suas direções são equivalen- 
tes. Isso parece contradizer a experiência comum. A vertical é distinta das outras direções, 
tanto é assim que as paredes das edificações em geral são posicionadas na vertical. A con- 
templação do céu estrelado também transmite a nítida impressão de um Universo não- 
isotrópico. Entretanto, nesses casos estamos falando de uma anisotropia puramente geográ- 
fica, ou seja, ligada à configuração dos objetos. A gravidade da Terra define localmente uma 
direção vertical, a qual acompanha o movimento de rotação daquele planeta. Uma análise 
mais cuidadosa sempre irá mostrar que o espaço em si é isotrópico. Isso restringe enorme- 
mente a forma das leis físicas, pois estas não podem ser sensíveis à orientação no espaço. 
Por exemplo, o movimento de um corpo não pode depender da direção da força que atua 
sobre ele, e a equação de movimento tem que ser consistente com essa invariância. Conse- 
qiientemente, ficam também restritas as grandezas que podem aparecer nas equações que 
exprimem as leis físicas. 


Este capítulo é uma análise introdutória desse tema. Veremos que as grandezas físicas 
pertencem a uma categoria denominada tensor, a qual será definida de forma rigorosa mais 
para o final do capítulo, após a apresentação de alguns conceitos básicos. 


Seção 3.2 Vetores 


Na física aparecem grandezas — como massa, volume e temperatura — que podem ser 
expressas por apenas um número e certa unidade preestabelecida de medida. Grandezas 
desse tipo são denominadas escalares. Outras grandezas, como velocidade e força, requerem 
esquemas mais elaborados para sua expressão. A mudança de posição de uma partícula é 
denominada deslocamento. Na Figura 3.1, o deslocamento do ponto P para o ponto Q está 
representado por uma flecha que vai de P para Q. Essa flecha tem um comprimento, uma 
direção e um sentido. O deslocamento pode não coincidir com o movimento real da partícula. 
Ele expressa somente o efeito resultante do mesmo. Portanto, a partícula pode ter se deslo- 
cado do ponto P ao ponto Q por uma trajetória curva qualquer. Deslocamento é exemplo de 
um tipo de grandeza denominado vetor. Neste capítulo, adotaremos o deslocamento como 


ne e Figura 3.1 


Vetor-deslocamento do 
P ponto P ao ponto Q. 
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protótipo de vetor e investigaremos as propriedades de vetores com base nas propriedades 
do deslocamento. 


O vetor-deslocamento de P para Q na Figura 3.1 pode também ser representado pelo 
símbolo a. Muitas vezes o vetor é representado pelo símbolo à. Especialmente em textos 
escritos à mão, este último é quase sempre o símbolo adotado. Neste texto, os vetores serão 
representados por uma letra, quase sempre latina, em negrito. O módulo do vetor é o com- 
primento da flecha em unidades preestabelecidas. O módulo de a é designado pelo símbolo 
lal + ou simplesmente pela letra a. Essa notação, a letra a, é a adotada neste livro, sempre que 
não houver chance de confusão. Os únicos elementos representativos do vetor são seu 
módulo, sua direção e seu sentido. Por exemplo, todas as flechas da Figura 3.2 representam 
o mesmo vetor. O vetor —a é definido como tendo o módulo e direção de a, mas com sentido 
oposto. 


Figura 3.2 

Todas as setas 
representam o mesmo 
vetor. 


Seção 3.3 Operações com vetores. 
Método geométrico 


O vetor 2a, onde À é um número real, por definição tem a direção de a. Quando A >0, 
tem também o sentido de a; entretanto, se À < 0, seu sentido é oposto ao de a. O módulo 
deste produto é dado por 


laal=[2ja. (3.1) 
Observa-se que a definição de a apresentada na seção anterior é um caso particular de 
definição de produto de vetor por um número, ou seja, -a = (-1)a. 


É muito útil separar, na representação de um vetor, o seu módulo das suas outras proprie- 
dades (direção e sentido). Para isso, definem-se a direção e o sentido por 


â y (3.2) 
a 
Agora, o vetor pode ser reescrito na forma 
a=aâ. (3.3) 


É claro, nesse caso, que [2] =1, ou seja, o vetor à tem módulo unitário. O vetor à é denomi- 
nado vetor unitário. A Figura 3.3 mostra alguns vetores e seus respectivos unitários. 


Exemplos de vetores e 
seus unitários. 


s 
l o ae 
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As Figuras 3.4 e 3.5B 
mostram métodos 
equivalentes de somar 
vetores. 


A Figura 3.6 mostra 
como realizar a soma 
a +b +d. Ela mostra 

também que a +b + d 
=(a+b)+d. 


Na Figura 3.4, o deslocamento a é seguido de outro deslocamento b. O resultado final é 
o deslocamento ¢. Define-se c como sendo a soma de a com b e escreve-se a equação 


c=a+b. (3.4) 


Figura 3.4 


Forma geométrica de 
efetuar a soma de vetores. 


A Figura 3.5A mostra que o deslocamento a seguido de b equivale ao deslocamento b 
seguido de a, ou seja, 


a+b=b+a. (3.5) 


A Equação 3.5 diz que a soma de vetores é comutativa (a ordem dos elementos pode ser 
invertida). A Figura 3.5A sugere imediatamente uma forma alternativa equivalente de se 
realizar a operação de soma a + b, que pode ser vista na Figura 3.5B. 


Figura 3.54 


A soma de vetores é 
comutativa. 


Figura 3.5B 


Forma alternativa de se 
realizar a operação a + b. 


A Figura 3.6 mostra que a soma de vetores é também associativa, ou seja, 
e=a+b+d=(a+b)+d=c+d. (3.6) 
A subtração de vetores é definida por 

a-b=a+(b) (3.7) 


Figura 3.6 


A soma de vetores é 
associativa. 
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e é ilustrada na Figura 3.7A. A Figura 3.7B mostra uma forma alternativa de realizar a 
operação de subtração entre os vetores a e b. Os dois vetores são desenhados a partir da 
mesma origem, e o vetor a — b é representado pela flecha que vai da extremidade da flecha 
de b à extremidade da flecha de a. 

A Figura 3.7C mostra que as formas representadas nas Figuras 3.7A e 3.7B para a 
realização da operação a — b são equivalentes. 


Figura 3.7A 
Subtração de vetores. 
Operação a partir da 
definição. 


Figura 3.7B 
Forma alternativa de 
subtração de vetores. 


Figura 3.7C 
Demonstração de que as 
duas formas de subtração, 
representadas nas Figuras 
3.7A e 3.:7B, dão o 
mesmo resultado para o 
vetora-—b. 


Seção 3.4 Representação analítica de vetores 


A representação gráfica de vetores é inconveniente em duas dimensões e impraticável em 
três. É portanto muito mais prático representar os vetores de forma analítica a partir de uma 
base, conforme será descrito a seguir. Em duas dimensões, é possível representar qualquer 
vetor analiticamente utilizando-se dois vetores unitários de direções distintas, como mostra a 
Figura 3.8. 


Figura 3.8 
Representação de um vetor por 
intermédio de dois vetores unitários 
de direções distintas. Qualquer vetor 
e pode ser decomposto em dois 
vetores paralelos respectivamente a 
â eb, conforme expresso pela 
Equação 3.8. 
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A Equação39ea 
Figura 3.9 mostram o 
que é a representação 

cartesiana de um vetor. 


O vetor c é dado por 

c=câ+cb, (38) 
onde c, e c, são denominadas componentes de e nas direções à eb. Os unitários à e b são os 
vetores-base da representação. A Equação 3.8 é, nesse caso, uma representação analítica do 
vetor c. As operações ficam mais simples se os vetores-base são ortogonais entre si. Assim, 
temos o que se denomina representação cartesiana de vetores. A Figura 3.9 mostra um vetor 
e sua decomposição em um sistema cartesiano de coordenadas (x, y). A base da representa- 
ção são os unitários i e j. Neste caso, um vetor a terá a forma analítica 


a=ai+a,j. (3.9) 


Figura 3.9 


Representação cartesiana 
de um vetor. 


Veremos agora como as operações com vetores são realizadas de forma analítica. O 
teorema de Pitágoras permite expressar o módulo de a na forma 


a= ja +a, 


Vê-se também imediatamente que 


(3.10) 


1a=(3a,Ñ+(2a,)Ì, (1) 


ou seja, para multiplicar um vetor por um número À basta multiplicar suas componentes por 
este número. 

Da Figura 3.10, vê-se que, se 

a= aji+a, e b=bi+bj, 
tem-se 

a+b=(a, +b)i+(a, +b,)ĵ, 612) 


ou seja, para se somar dois vetores basta somar suas componentes. 


Figura 3.10 


O vetor c é a soma dos vetores a 
e b. Pode-se observar que a 
componente de c em um dado 
eixo é também a soma das 
componentes de a e b naquele 
eixo. Ou seja, se ¢ = a + b, então 
c, =a, +b ec, =a, +b, 
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A generalização do que se viu nesta seção para o caso de três dimensões se faz sem 
dificuldade. A Figura 3.11 mostra a decomposição do vetor a na base cartesiana de vetores 


Figura 3.1 

O vetor a é decomposto em 
vetores paralelos aos | 

x vetores unitários 1,j e k . 


Estes unitários aparecerão tão frequentemente neste texto que para simplificar omitiremos o 
acento circunflexo nos seus símbolos, ou seja, (i, j,k) = (1,),k). Em três dimensões, a Equa- 
ção 3.9 toma a forma 


a=ai+aj+ak. (3.13) 


Da Figura 3.11, vê-se que 


2 
a=yaj +a, +a/. (3.14) 


As Equações 3.11 e 3.12 serão generalizadas para 
Ja = Jai + Jaj + ñak, (3.15) 


a+b=(a +bJi+ (a, + boi + (a + b)k. (3.16) 


Antes de prosseguir, o leitor é convidado a resolver os Exercícios de fixação 3.1 e 3.2, 
propostos a seguir. 


Exercicio de fixação 3.1 Seja a =3i-2j+keb=4i+ 2j. Calcule: 4) a e 
b, B) |a+b|, O ja-b). 


Exercicio de fixação 3.2 Mostre analiticamente que KEJ =Alal para 
qualquer vetor a. 


Seção 3.5 Produto escalar de vetores 


Define-se o produto escalar dos vetores a e b, designado pelo símbolo a - b, por 
a-b=abcos6, (317) 


onde 8 é o ângulo formado pelos dois vetores. O produto definido pela Equação 3.17 resulta 
em uma grandeza escalar, o que justifica o termo produto escalar. Alguns fatos decorrem 
imediatamente da definição do produto escalar. Por exemplo: 


a-a=@, (3.18) 
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a - b = 0 se a e b são ortogonais. (3.19) 


Resulta, como caso particular das Equações 3.18 e 3.19, que os produtos escalares 
envolvendo os vetores unitários i, j, k valem 


«j=k-k=I, (3.20) 
i-j=i-k=j-k=0. (321) 
Também resulta da definição, imediatamente, que 

(da) - (nb)=Ana-b, (3.22) 


onde A em são dois escalares. 
O produto escalar também goza da propriedade distributiva, ou seja, 


a-(b+e)=a-b+a-c. (3.23) 


A demonstração da propriedade distributiva a partir da definição geométrica do produto 
escalar (Equação 3.17) não é simples e será omitida. 

Expressando os vetores a e b em termos de suas componentes cartesianas, a = a i + a j 
+akeb=bi+bj+bk, e utilizando as Equações 3.20, 3.21, 3.22 e 3.23, obtém-se 


A definição analítica de 
produto escalar, por 
intermédio da Equação 3.24, 
apresenta conveniências: ela 
pode ser generalizada para 
espaços de dimensões 
arbitrárias e também para 
espaços abstratos. 


a-b=ab +ab +ab. (3.24) 
ee Os as 


A Equação 3.24 é fregientemente adotada como definição alternativa de produto escalar. A 
partir desta definição analítica, pode-se demonstrar sem dificuldade as Equações 3.20, 3.21, 
3.22 e 3.23, e a própria Equação 3.17, que neste caso é vista como interpretação geométrica 
do produto escalar. 


Exercicio de fixação 3.3 A potência exercida por uma força F atuando 
sobre um corpo em movimento é P = F - v, onde v é a velocidade do 
corpo. Considere um carro movendo-se com velocidade v = i40m/s. O 
atrito do ar exerce uma força F, = -i 1,1x10º N sobre o carro. O peso do 
carro vale F, = —k 1,2x10* N. Calcule as potências realizadas pelo atrito 
do ar e pelo peso do carro. 


Seção 3.6 Produto vetorial de vetores 


O produto escalar de dois vetores gera uma grandeza de natureza escalar. Uma pergunta 
natural a se fazer neste momento é se existe algum produto de vetores que gere uma grande- 
za de natureza vetorial. Abordaremos agora essa questão. Consideremos para isso os vetores 
a e b. Simbolizaremos por a x b seu produto vetorial, cuja definição é a próxima meta. A 
primeira questão a ser analisada é se a partir de a e b se pode definir univocamente uma 
direção no espaço. No espaço tridimensional, a resposta é sim: se a e b não são paralelos, 
esses dois vetores definem uma direção única, a direção perpendicular a ambos. A Figura 
3.12 mostra dois vetores a e b não-paralelos. 


Figura 3.12 

Os dois vetores a e b (não- 
paralelos) definem uma única 
direção c no espaço, a direção 
normal ao plano formado por a e 
b. Entretanto, a direção c não 
define de forma unívoca um vetor, 
pois o sentido deste permanece 
indefinido. 


-—-—s 
O produto vetorial de dois 
vetores não pode ser definido de 
forma puramente matemática. 
sien 
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Figura 3.13 
O sentido do vetore =a x b é 
definido pela regra da mão 
direita, ou regra do parafuso. O 
“vetor” c tem o sentido do dedo 
polegar quando a mão direita se 
posiciona de tal modo que os 
outros dedos giram de a para b 
quando a mão se fecha. 


A linha reta c é perpendicular ao plano definido por a e b. Portanto, c é a única direção a ser 
escolhida para o produto a x b. Entretanto, resta uma ambigiiidade na escolha do sentido de 
a x b. Este é um fato de enormes conseqüências. Devido a ele, a pergunta inicial tem respos- 
ta negativa: é impossível definir um produto de vetores que gere outro vetor. Entretanto, 
podemos resolver a referida ambigúidade por uma convenção. O sentido de c = a x b será 
escolhido arbitrariamente pela denominada regra da mão direita. Essa regra, também deno- 
minada regra do parafuso, é ilustrada na Figura 3.13. O “vetor” e tem o sentido do dedo 
polegar quando a mão direita se posiciona de tal modo que os outros dedos giram de a para 
b quando a mão se fecha. Este é também o sentido do deslocamento da ponta de um parafu- 
so direito (que penetra ao ser girado para a direita) quando este é girado da direção a para a 
direção b. Daí os dois termos utilizados para designar a regra para a escolha de c. Resta ainda 
uma ambigiiidade no produto vetorial a x b, uma vez que se a e b forem paralelos não é 
possível definir uma direção a partir deles. Felizmente, esta ambigüidade pode ser resolvida 
naturalmente se o módulo de c for definido por 


c=ab send, (3.25) 


onde 9 é o ângulo entre a e b. Se 0 = 0 ou 0 = 7, tem-se c = 0 e portanto o problema da sua 
orientação deixa de existir. A Equação 3.25, juntamente com a regra da mão direita, definem 
o produto vetorial de vetores. 


A regra da mão direita é um expediente precário para “resolver” um problema insolúvel 
ligado ao produto vetorial. Não existe um modo puramente geométrico ou puramente analí- 
tico de definir esse produto. Nem sequer existe uma combinação de linguagem geométrica e 
analítica capaz de gerar a desejada definição. A definição se baseia em um conceito antrópico, 
o de mão direita, ou equivalentemente, de parafuso direito. Tal problema inexiste com o 
produto escalar. Existem um modo geométrico e outro modo algébrico equivalente de defini- 
lo. Portanto, pode-se dizer que o produto vetorial não pertence inteiramente ao domínio da 
matemática. Na linguagem da matemática e da física, diz-se que o produto vetorial é um 
pseudovetor. Na Seção 10.1, veremos que o produto vetorial não é de fato um vetor. Cabe 
aqui a pergunta, na verdade muito relevante, se pseudovetores são úteis na formulação da 
física. A resposta é sim. Essas grandezas são úteis e, na verdade, até essenciais. Várias 
grandezas físicas são pseudovetores, e neste curso você tomará contato com muitas delas. 


No produto vetorial, a ordem dos fatores altera o produto. Na verdade, 
axb=-bxa. (3.26) 


Produtos como os da álgebra comum, em que AB = BA, são denominados comutativos. Se 
AB + BA, o produto é dito não-comutativo. No caso particular em que AB = BA, o produto 
é dito anticomutativo. O produto vetorial é um exemplo de produto anticomutativo. 


Na Figura 3.11, as direções positivas dos eixos x, y e z foram escolhidas de tal modo que 
i x j = k. Diz-se então que os unitários i, j e k (listados nessa ordem!) formam um triedro 
direito. Vê-se facilmente que os unitários continuam formando um triedro direito após qual- 
quer permutação que preserve a ordem cíclica desses três elementos. Portanto, k x i = j, j x 
k = i. Por outro lado, tem-sejxi=-k,ixk=-jekxj=-i Ou seja, j, ie k, e todas as 
permutações cíclicas desses elementos, formam um triedro esquerdo. 
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= 


O produto vetorial somente 
é definido em um espaço 
de três dimensões. 
sd: 


O produto vetorial também tem a propriedade distributiva, ou seja, 
ax(b+c)=axb+axce (3.27) 
Como no caso do produto escalar, não é fácil demonstrar tal propriedade a partir da definição 
geométrica do produto. 
Expressando os vetores a e b em termos de componentes cartesianas em um sistema de 
unitários i, j, k formando um triedro direito, tem-se 
axb=(ajita,jtak)x(bi+b,j+b,k) 
=abixjtabixk+a,b,jxi (328) 
tab.jxk+abkxi+abkxj. 


Efetuando os produtos vetoriais dos unitários e colocando em evidência os fatores comuns, 
obtém-se 


axb= ilab, — ab) +j(ab -ab)+ k(ab,-ab). (3.29) 
A Equação 3.29 pode ser reescrita na forma de um determinante 
E 9.)E 
axb=ja, a, a,j. (330) 
bb, b 


* Cy Sa 


Deve-se registrar o notável fato de que o produto vetorial somente é definido em um espaço 
de três dimensões. Para qualquer outra dimensão do espaço, maior ou menor do que três, tai 
produto não é definido. 


Seção 3.7 Produto misto de vetores 


Combinando os dois tipos de produtos de vetores, pode-se definir o denominado produto 
misto de vetores 


a-(bxe=a(bxe) + a(b x c), + a(b x €), (3.31) 


Combinando as Equações 3.29 e 3.31, obtém-se 


a, a, a, 
a(bxo=|, b, b|. (3.32) 
C & e 


Considerando o fato de que o valor de um determinante não se altera mediante uma permu- 
tação cíclica de suas linhas, pode-se escrever 


a- (b x ¢) = c- (a x b) = b - (c x a). (3.33) 


Se trocarmos mão direita por mão esquerda na definição do produto vetorial, o valor de um 
produto misto de vetores troca o seu sinal. Portanto, o valor do produto misto é dependente da 
regra da mão direita. Diz-se, por isso, que o produto misto de vetores é um pseudo-escalar. 


Seção 3.8 Derivadas de vetores 


Na física, é comum que grandezas vetoriais sejam função da posição r e do tempo. 
Portanto, é necessário saber derivar um vetor em relação a um escalar ou a outro vetor. 
Derivadas de vetores com respeito à posição r serão tratadas posteriormente neste texto. 
Esta seção será dedicada ao estudo de derivadas de vetores em relação ao tempo, tomando 
como exemplo concreto o movimento de uma partícula. 


== 


A aceleração não pode ser nula 
quando a partícula se move em 
uma trajetória curva. 
RO 
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A posição r da partícula é uma função do tempo t. No instante t a partícula se situa no 
ponto r(t). No instante 1 + Ar ela se situa em r(t + A£). A velocidade média da partícula nesse 
intervalo de tempo é por definição a grandeza 


= Ar r(t+Af)-r(t) 


De (3.34) 
At Ar 
r(t+At) 
Figura 3.14 
Procedimento para o 
cálculo da velocidade de 


uma partícula. 


A Figura 3.14 ilustra as posições inicial e final da partícula e seu deslocamento Ar entre 
esses instantes. Tomando o limite At — 0, obtém-se a velocidade da partícula no instante t: 
im PE+40) =") (335) 
50 Ar 
É claro que, quando At — 0, o deslocamento Ar tende a ficar paralelo à tangente da trajetória 
no ponto r. Portanto, dr e consegiientemente também a velocidade v são paralelos à tangente 
da trajetória da partícula no ponto ocupado no instante 1. 


Se o vetor-posição for decomposto em suas componentes, r = xi + yj + zk, tem-se 


v irj RË i+v,j+v.k (3.36) 
e karra (Sã: =S Ré Ne: . á 

dio Cap ge Solto 
Analogamente, a aceleração da partícula no instante t é obtida por um processo limite que leva a 

dv 
Rea A sj zpi 
dt dt dt dt 

Quando uma partícula se move em uma trajetória curva, há sempre uma aceleração não- 
nula, mesmo que o módulo da velocidade seja constante. Tal fato ocorre porque a velocidade 
é sempre tangencial à trajetória e, nesse caso, está sempre mudando de direção. A aceleração 
decorrente da curvatura da trajetória será ilustrada com o importante exemplo do movimento 
circular uniforme. 


=a,i+a,j+a,k. (3.37) 


Seção 3.9 Movimento circular uniforme 


No movimento circular uniforme a partícula percorre um círculo com velocidade de 
módulo constante. A Figura 3.15 ilustra a partícula percorrendo o círculo de raio R, com 
velocidade de módulo v constante. 


y 
t+At/2 t-At/2 


Figura 3.15 


Movimento circular uniforme. 
A partícula percorre uma 
órbita circular de raio R com 
velocidade de módulo 
constante v. As velocidades 
vetoriais da partícula são 
mostradas nos instantes 
t—-}At e t+}At , estando 
a partícula no topo do círculo 
no instante 1. 
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No instante t a partícula se encontra no topo do círculo. Em t-44 ela se encontra no 
ponto a definido pelo ângulo 47-4 Aq, eem t+ ŁAr ela se encontra no ponto b definido 
por IT+IMQ. A componente da velocidade na direção x é a mesma nos dois instantes, 
enquanto a componente da velocidade na direção y muda de sinal. Vê-se da figura que 


ve-149=-veos 2 +vsen 2, (338A) 
vt +14) =—veosÃE;  vsenóEs, (3.38B) 


Portanto, a aceleração da partícula será 


VE+TAD—V(t—5A) 


a(t) = lim (3.39) 
4150 Ar 
Para Aq pequeno e medido em radianos tem-se sen(: 
o Ap „do 
=- — = £ (3.40) 
a(t) vjlim a dar 


A razão dP é a velocidade angular da partícula, ou seja, a quantidade de radianos 
dt 


percorridos por unidade de tempo. A velocidade angular será designada pelo símbolo w. As 
velocidades linear e angular estão relacionadas pela equação v = œR. Finalmente, pode-se 
escrever 


2 
an) =-voj=- Z j=-0°Rj. 641) 


Vê-se que a aceleração a(t) aponta para o centro do círculo. Isso obviamente ocorre em 
qualquer outro ponto da trajetória. A Figura 3.16 mostra v e a em três pontos distintos da 
trajetória da partícula. 


4 Figura 3.16 
| /x Velocidade e aceleração de uma 
partícula em movimento circular 
uniforme em três momentos de 
/ sua trajetória. A aceleração 
sempre aponta para o centro da 
trajetória. 


A aceleração de uma partícula proveniente do encurvamento da trajetória é denominada 
aceleração centrípeta a . No caso de trajetória não-circular, a = v? / R, onde v e R são, 
respectivamente, o módulo da velocidade e o raio de curvatura da órbita naquele ponto, e a, 
é normal à órbita. Se o módulo da velocidade for variável, haverá também uma aceleração 


tangencial dada por 
dv. 
a= s, (3.42) 
dt 


onde Y é o unitário na direção da velocidade, o qual é obviamente tangencial à trajetória. É 
importante notar que as acelerações centrípeta e tangencial são sempre perpendiculares entre 
si. Portanto, para que a aceleração seja nula é necessário que as acelerações centrípeta e 
tangencial sejam ambas nulas. Isso significa que somente no movimento retilíneo uniforme a 
partícula tem aceleração nula. 
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Quando a partícula se move sobre um círculo com velocidade de módulo variá- 


A aceleração de uma particula é vel, sua aceleração continua apontando para o centro do círculo? 


nula somente quando ela realiza 
movimento retilíneo uniforme, 


isto é, movimento retilíneo com Exercicio de fixação 3.4 Um satélite artificial terrestre se move em uma 
velocidade de módulo constante. órbita circular de raio R = 6,700x10º km, ou seja, a uma altitude de 330 km. 
— O módulo de sua velocidade é v = 7,71 km/s. A) Qual é a sua aceleração 
centrípeta em m/s? B) Qual é a aceleração da gravidade a 330 km de 
altitude? 


/ Seção 3.10 Transformação de coordenadas 


O vetor a é uma grandeza com significado objetivo, independente de referência a qual- 
quer sistema de coordenadas. Entretanto, sua representação algébrica sempre se refere a um 
dado sistema de coordenadas e muda de um sistema para outro. Exceto no caso do vetor- 
posição de um ponto no espaço, a origem do sistema de coordenadas é irrelevante, uma vez 
que o que interessa é somente a projeção do vetor em cada eixo do sistema de coordenadas, 
e isso independe da origem dos eixos. Portanto, nesta seção só nos interessará a orientação 
dos eixos. A Figura 3.17 mostra um vetor a e suas projeções em dois sistemas de coordena- 
das (x, y) e (x', y') em um plano. 


Figura 3.17 


Vetor projetado em dois 
sistemas distintos de eixos. 


O sistema de coordenadas (x', y') está girado de um ângulo À em relação ao sistema (x, y). Da 
figura, vê-se que 


a, = acosọ, (3.43) 
a, =asenq, 
a, = acos(Ọ — À) = acospcosġ + asengsenġ (3.44) 


a, = asen(ọ — $) = asengcosġ — acospsenġ 
Combinando as Equações 3.43 e 3.44, obtém-se 
a,=acosġ + asenp, (3.45) 
a, =-a send + a cosó 
O par de Equações 3.45 exprime as coordenadas (a! a!) do vetor a em termos das suas 


coordenadas (a,, a,) e do ângulo 6 de rotação do novo sistema de eixos em relação ao antigo. 
É conveniente reescrever estas equações na forma matricial 
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ay | [ cosó seng/a, 
ay —seng cospja, J- (346A) 


A rotação de coordenadas que acabamos de descrever ocorre em torno de um eixo per- 
pendicular ao plano (x, y). Portanto, em torno do eixo z. Para que (x, y, z) forme um triedro 
direito, é necessário que o eixo z aponte para o lado de cima do plano do papel. Vista do lado 
positivo de z, a rotação ocorre no sentido anti-horário. Por convenção, dizemos que esta é 
uma rotação positiva. A rotação negativa tem o sentido horário quando vista do lado positi- 
vo do eixo de rotação. Deve-se notar que não há um modo puramente geométrico de discernir 
entre rotação positiva e negativa. Conceitos de horário e anti-horário têm o mesmo caráter 
antrópico da regra da mão direita. O vetor a na Figura 3.17 terá no caso geral uma tei.v::a 
componente a, na direção z. Como z' = z tem-se também a, = a. Portanto, a Equação 3.464 
pode ainda ser reescrita na forma 


a, cosó send Ola, 
a,|=|-seng cosġ Ojja, |. (3.46B) 
a, 0 0 lja 


A matriz que aparece nesta última equação é denominada matriz de transformação e será 
designada pelo símbolo T. Observa-se que detT = 1, ou seja, o determinante da matriz. de 
transformação vale 1, o que não é pura coincidência. O determinante da matriz de transfor- 
mação referente a qualquer rotação das coordenadas vale sempre 1. Isso está intimamente 
ligado ao fato de que o caráter direito ou esquerdo de um sistema de coordenadas não se 
altera mediante uma rotação, do mesmo modo que uma mão direita é sempre direita, indepen- 
dentemente da sua orientação no espaço. Há, porém, mudanças que alteram direito para 
esquerdo e vice-versa. Na Figura 3.18 vê-se um sistema de coordenadas (x, y, z) refletido em 
um plano paralelo a xz, sendo assim transformado no sistema (x', y', 2). O sistema (x, y, 2) é 
direito, enquanto (x, y', z') é um sistema esquerdo. Na mesma figura, vê-se uma mão direita 
sendo transformada em uma mão esquerda pela mesma operação de reflexão. Você pode 
examinar situações diversas e se convencer de que a transformação esquerdoe-sdireito ocor- 
re para qualquer orientação do plano de espelho em relação ao objeto refletido. 


Figura 3.18 
Reflexão de coordenadas. 
O símbolo © representa 


um vetor apontando para 
fora do plano do papel. 


Figura 3.19 

Inversão de coordenadas. 
O símbolo ® representa 
um vetor apontando para 
dentro do plano do papel. 


Outra transformação que também troca esquerdo por direito é a inversão de coordena- 
das. Na inversão, cada eixo de coordenadas inverte o seu lado positivo. A Figura 3.19 mostra 
o resultado da operação de inversão sobre o sistema (x, y, z) da Figura 3.18. O sistema (x", 
y", z") obtido pelo efeito da inversão é esquerdo. Considere um vetor a, de coordenadas 


ym 


O determinante das matrizes de 
transformações de coordenadas 
que preservam o caráter direito 
ou esquerdo do sistema de eixos 
vale 1. O determinante das 
matrizes de transformações que 
invertem o caráter direito- 
esquerdo do sistema de eixos 
vale-l. 
EA 
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(a; a,,a,) no sistema (x, y, z). Nos sistemas (x', y',z') e (x, y", z"), suas coordenadas 
serão, respectivamente, 


ay 1 0 Ofa 
mE E (347) 
0 0 1Ja, 
ax) [-1 0 0fa, 
ap |=| 0 -1 0 Ia, (3.48) 
Am 0 0 -ija 


Observa-se que em ambos os casos o determinante da matriz de transformação vale —1. 
Obtém-se assim a seguinte regra: 

O determinante das matrizes de transformações de coordenadas que preservam o caráter 
direito ou esquerdo do sistema de eixos vale 1. O determinante das matrizes de transforma- 
ções que invertem o caráter direito-esquerdo do sistema de eixos vale —1. 

As primeiras transformações, cujo determinante vale 1, são denominadas transformações 
próprias, enquanto as segundas, com determinante valendo —1, são denominadas transfor- 
mações impróprias. 


hExempls 2.! Considere uma rotação de eixos seguida de uma reflexão ou de 
ima inversão. O resultado é uma transformação própria ou imprópria? 


Solução A matriz que gera as transformações de coordenadas em uma 
rotação é T. Designaremos a matriz que gera as transformações de 
coordenadas em uma inversão ou reflexão por I ou M, 
respectivamente. Na rotação, as coordenadas se transformam de acor- 


do com a equação 
| ar) (Ti T2 To) [a 
| ay |=| Tn To Tola, |. (3.49) 
A Ta Ta Tola, 


Se após isso for efetuada uma operação de reflexão, obter-se-á 

Be Mı My My )fax 

ap |=| Mn Mo Mny ||ap]. (3.50) 
fp Ma My My)las 

Substituindo o resultado da transformação de rotação na Equação 3.50, 


obtém-se 
Ge Mu Mo Mg) Th ns 8; 
| ap |=|Ma Mn Mz ||Tn To To a,|. (3.51) 


Na My My Mal To Ta)la, 


Uma vez que o determinante de um produto de matrizes é igual ao pro- 
duto dos determinantes das matrizes que estão sendo multiplicadas, pode- 
se escrever 


i det(MxT)=detMxdetT=(-1)x1=-—1 - 

Portanto, uma rotação seguida de uma reflexão é uma transformação 
imprópria, o mesmo ocorrendo obviamente com uma reflexão seguida 
de uma rotação. O caso envolvendo inversão é resolvido de forma aná- 
loga. Uma rotação seguida da inversão é uma transformação imprópria, 
© mesmo ocorrendo com a inversão seguida de uma rotação. 
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P Exercicio de fixação 3.5 Mostre que o produto de duas transformações 


| impróprias é uma transformação própria, ou seja, uma rotação. 


> Considere um espaço de duas dimensões e tente descobrir algo semelhante ao 
caráter direito-esquerdo. Conseguiu? 


A resposta à pergunta da questão acima só pode ter sido negativa. Categorias do tipo 
direito ou esquerdo só existem em um espaço de no mínimo três dimensões. Dois elementos 
A e B só permitem dois ordenamentos, AB e BA, e ambos estão na mesma ordem cíclica. Já 
três elementos A, B e C admitem seis ordenamentos que podem ser classificados em duas 
ordens cíclicas distintas, a saber (ABC, CAB, BCA) e (BAC, CBA, ACB). Uma dessas 
ordens é direita e a outra é esquerda. Qual delas é a direita é matéria de pura convenção. O 
leitor poderá também se convencer desta realidade examinando suas duas mãos. Se as duas 
faces das mãos fossem idênticas, ou seja, se faltasse a diferença contida na terceira dimen- 
são, não haveria distinção real entre a mão esquerda e a mão direita. Se as duas fossem 
separadas do corpo, ninguém saberia mais dizer qual é a direita. 


Exercicio de fixação 3.6 Uma transformação de coordenadas é gerada pela 


matriz 
[20 -42 
4102 0 |. 
20 2 


A) Trata-se de uma transformação própria ou imprópria? B) Identifique as 
| operações realizadas sobre o sistema de eixos. 


Seção 3.11 Transformações ativas e passivas 


Na seção anterior, consideramos o objeto (no caso o vetor) fixo e operamos sobre o 
sistema de coordenadas. Tais transformações são denominadas passivas. Nas denominadas 
transformações ativas, opera-se sobre os objetos e não sobre o sistema de coordenadas. A 
Figura 3.20 ilustra uma transformação ativa sobre um vetor. 


Figura 3.20 


Transformação ativa de 
vetor. 


O vetor a é girado de um ângulo de módulo é no sentido horário em torno do eixo z. Pela 
convenção feita anteriormente sobre sinal das rotações, o vetor é girado de um ângulo —6 . 
Aplicando o mesmo procedimento adotado na análise da Figura 3.17, obtém-se 


Capítulo 3 / Caráter tensorial das grandezas físicas o 


a, cos seng Ol(a, 
a', |=| -senġ cosġ Ola, |. (3.52) 
a, 0 o ala. 


Observe que há uma certa sutileza na notação, pois (a,. a,. a.) são as componentes do 
vetor a no sistema de coordenadas (x, y', 7), enquanto (a',. a', a') são as componentes do 
vetor a' no sistema de coordenadas (x, y, z). 


Comparando as Equações 3.46B e 3.52, vê-se que a matriz que descreve a transformação 
passiva em que o sistema de coordenadas gira de um ângulo é (em torno de um dado eixo) 
é idêntica à matriz que descreve a transformação ativa em que o vetor gira de um ângulo —() 
(em torno do mesmo eixo). Este é, aliás, um resultado um tanto óbvio, uma vez que o que 
importa nas transformações das coordenadas do vetor é a sua rotação relativa aos eixos de 
coordenadas. Por exemplo, se as coordenadas forem giradas de um dado ângulo (em torno 
de um certo eixo) e o vetor também for girado do mesmo ângulo (em torno do mesmo eixo), 
as componentes do vetor não irão se alterar com esta dupla transformação, pois sua orienta- 
ção relativa aos eixos será a mesma. 

Analogamente à rotação, podemos refletir um vetor em um certo plano de espelho ou 
invertê-lo em relação a um certo ponto. As Figuras 3.21 e 3.22 ilustram em duas dimensões 
a reflexão e a inversão de vetores, respectivamente. 


Figura 3.21 
x Reflexão de vetores. 


Figura 3.22 
Inversão de vetores. 


Na Figura 3.21, existe uma rotação que transforma a em a' e outra que transforma b em b'. 
Porém, somente uma reflexão faz estas duas operações simultaneamente. Consideração aná- 
loga se faz em relação à Figura 3.22, ou seja, somente uma inversão transforma simultanea- 
mente a em a" e b em b". 


Volume | / Mecânica 


ag 


Em uma transformação 
imprópria, o produto vetorial 
de dois vetores se transforma 

como se fosse um vetor, e 


depois disso inverte o seu sinal. 


is 


É se 
O pseudovetor é por definição 
uma grandeza orientada que se 

comporta como o produto 
vetorial de dois vetores em uma 
transformação de coordenadas. 
Es 


A Figura 3.23 mostra um produto vetorial a x b = c e o modo como ele é visto após 
reflexão em espelho M ortogonal à folha de papel. 


M 
S 
b! 
x x— ” 
a! b a 
g Figura 3.23 


Reflexão de um 
produto vetorial. 


Na Figura 3.23, e é o produto vetorial de a por b e c', é o produto vetorial dos vetores 
refletidos a' e b' . No caso particular ilustrado na figura, b é paralelo a M e por isso tem-se b' 
= b. O fato notável mostrado na figura é que c' não é o vetor obtido de c por reflexão em M. 
Para se obter €', é necessário refletir e no espelho e depois inverter o sinal do vetor refletido. 
Isso mostra que o produto vetorial de dois vetores não se transforma como um vetor em uma 
reflexão. 

Consideração análoga se faz para a transformação de inversão. Sejam os vetores a e be o 
produto c = a x b. A inversão aplicada aos vetores a e b, gera os vetores -a e —b, respec- 
tivamente. O produto vetorial destes últimos vetores é (-a) x (-b) = e = (-€). A conclusão 
geral é: 

Em uma transformação imprópria, o produto vetorial de dois vetores se transforma como 
se fosse um vetor, e depois disso inverte o seu sinal. 


Isso é bastante curioso. Em uma transformação imprópria o produto vetorial não se transfor- 
ma como um vetor, ele troca de sinal após sofrer as transformações que um vetor sofreria. 
Tal anomalia não ocorre em uma transformação própria. Nesta, o produto vetorial se trans- 
forma como um vetor. A origem de tudo isso é o fato de que uma transformação imprópria 
inverte o caráter esquerdo-direito dos objetos. Como o produto vetorial segue a regra da mão 
direita, em uma transformação imprópria ele passa a seguir a regra da mão esquerda e, 
portanto, a troca de sinal surge naturalmente. Chegamos assim à origem da denominação 
pscudovetor para o produto vetorial. Um vetor não é meramente uma grandeza com magni- 
tude, direção e sentido; é uma grandeza orientada que se transforma do mesmo modo que um 
deslocamento em uma transformação ativa ou passiva. Tal fato não ocorre com o produto 
vetorial. Assim ele é o protótipo de um outro tipo de grandeza orientada. 


O pseudovetor é por definição uma grandeza orientada que se comporta como o produto 
vetorial de dois vetores em uma transformação de coordenadas. 


Existe uma terminologia frequentemente usada em que o vetor é denominado vetor polar 
e o pseudovetor é denominado vetor axial. 


Seção 3.12 Produto tensorial de vetores 


Nesta seção, será definido um terceiro tipo de produto envolvendo dois vetores. Nos 
casos do produto escalar e do produto vetorial de vetores, partimos de uma definição geomé- 
trica e chegamos posteriormente a expressões algébricas para os produtos, mostradas, res- 
pectivamente, nas Equações 3.24 e 3.30. Alternativamente, tais expressões podem ser toma- 
das como definições analíticas (algébricas) de produtos escalar e vetorial em uma dada repre- 
sentação. No caso presente, adotaremos exatamente este esquema e definiremos o produto 
de forma analítica. Sejam os vetores a e b. Em uma dada representação de unitários (i, j, k), 
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tem-se a=a,i+a,j+a,k e b=b,i+b,j+b.k. O produto tensorial de dois vetores é por 
definição a grandeza ab formalmente dada por 


ab=(ajita,jta, kXb,i+b,j+b.k). (3.53) 


Incluindo a propriedade distributiva como parte da definição do produto, pode-se escrever 
ab=a,b,ii+a,b,ijta,bik Re 
ab,ji+a,b,ij+a,b.jk Es 
abki+ab,kj+abkk. 


No lado esquerdo da Equação 3.54 aparece um tipo de grandeza cuja interpretação ainda 
não está acessível. Por enquanto, o que temos é meramente um conjunto de símbolos. Com 
o fim de interpretar os símbolos que aparecem na Equação 3.54, é conveniente voltar tempo- 
rariamente à interpretação de vetor. Um vetor é uma grandeza que associa um número a cada 
direção do espaço. Considere o vetor a: à direção i está associado o número a, que é dado 
pora-i, à direção j se associa o número a,, e assim por diante. A uma direção genérica do 
espaço, definida pelo unitário û, está associado o número a-û. Já a grandeza simbolizada 
por ab associa um vetor a cada direção do espaço. Dada uma direção u, pode-se associar o 
vetor a(b-û) . É claro que alternativamente se pode associar o vetor (à - a)b, ou seja, existe 
um modo à direita e outro à esquerda de se associar um vetor à grandeza ab para csi: 
direção do espaço. Isso ocorre porque o produto ab não é comutativo, ou seja, ab + ba. O 
produto ab forma uma grandeza denominada diádico. O diádico é por sua vez o protótipo de 
um tipo de grandeza denominada tensor de segunda ordem. Exceto no caso particular em que 
a = b, o diádico é um tensor assimétrico. Daí o fato de a cada direção do espaço o diádico 
associar dois vetores diferentes, um à direita e outro à esquerda. 

A partir de qualquer diádico, podemos formar um tensor simétrico de segunda ordem 
dado por 


T=1(ab+ba). (3.55) 


É claro que o tensor T associa de forma unívoca (única) um vetor a cada direção û do 
espaço, o qual é dado por 


Ta=67-"ab-)+G-ab]. (3.56) 


Isso significa que tensores de segunda ordem simétricos, como o tensor T, apresentam as 
mesmas propriedades à direita e à esquerda. Nesse curso, você verá várias grandezas que 
são descritas por um tensor simétrico de segunda ordem. 


Seção 3.13 Caráter tensorial das grandezas físicas 


Conforme se viu na seção anterior, um diádico é o protótipo de uma grandeza denomina- 
da tensor de segunda ordem. Em uma representação de vetores-base (i, j, k), o tensor será 
escrito na forma 


T=Tii+Tj+Tuik 

+Tdi+T it dk (3.57) 

+Tki+Tokj+Tkk. 
O tensor de segunda ordem é, portanto, uma grandeza cuja representação envolve nove 
componentes. Entretanto, nem toda grandeza com nove componentes é um tensor de segun- 
da ordem. Analogamente ao caso de vetor, para que a grandeza dê nove componentes seja 
realmente um tensor, é necessário que ela se transforme como um diádico em uma transfor- 
mação geral ativa ou passiva. A forma como um diádico se transforma é muito bem definida. 


Na Equação 3.54, as componentes dos vetores a e b se transformam conforme exposto na 
Seção 3.10 (Transformação de coordenadas). Portanto, fica também estabelecido como ab, 
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a 
As leis físicas são 
matematicamente expressas por 
equações tensorialmente 
homogêneas. 

Esp tea 


a,b, etc. se transformam, ficando assim estabelecida a maneira como se transformam as 
componentes de um diádico. É claro que qualquer combinação linear de diádicos é também 
um diádico. É o caso do tensor simétrico definido pela Equação 3.55. 

O produto tensorial pode ser definido para qualquer número de fatores. Por exemplo, abc, 
abcd etc. As grandezas assim geradas são, respectivamente, tensores de terceira ordem, 
quarta ordem etc. Obtém-se uma linguagem mais uniforme ao se convencionar que os esca- 
lares são tensores de ordem zero, e os vetores são tensores de primeira ordem. Esta é a 
linguagem adotada na física, em que os vetores são tensores de primeira ordem e através de 
produtos de tensores de primeira ordem são obtidos tensores de todas as ordens. Para se 
obter um tensor de ordem zero, faz-se o produto escalar de dois tensores de primeira ordem. 
O tensor de segunda ordem é o produto tensorial de dois tensores de primeira ordem, e assim 
por diante. De forma análoga, a partir dos tensores de primeira ordem são gerados 
pseudotensores de todas as ordens. Com o produto vetorial de dois tensores de primeira 
ordem obtém-se um pseudotensor de primeira ordem. O produto escalar de um tensor de 
primeira ordem por um pseudotensor de primeira ordem gera um pseudotensor de ordem 
zero, e assim por diante. Os pseudotensores de ordem zero são também denominados pseudo- 
escalares. O produto misto, definido pelas Equações 3.31 ou 3.32, é um pseudo-escalar. Se 
fizermos uma operação imprópria sobre as coordenadas, o produto misto troca de sinal. 


Assim como o vetor ou o pseudovetor, os tensores (verdadeiros ou pseudo) de todas as 
ordens são grandezas objetivas que existem de forma autônoma, sem referência a qualquer 
sistema de coordenadas. Em um dado sistema de coordenadas (x, y, z), O tensor tem compo- 
nentes bem definidas que se transformam de modo bem definido para outro sistema (x', y', z') 
arbitrariamente orientado em relação a (x, y, z). Alternativamente, os tensores podem ser 
girados (transformação ativa) em relação ao sistema (x, y, z), e suas novas componentes 
serão perfeitamente definidas por leis estritas. Por esta razão, os tensores são grandezas 
muito convenientes para descrever as grandezas físicas. Na verdade, todas as grandezas físi- 
cas são definidas de modo a ser tensores verdadeiros ou pseudo de alguma ordem. Esta 
parece ser a única forma possível de se formular leis que sejam invariantes mediante uma 
transformação ativa ou passiva. Essa invariância, por sua vez, é uma exigência da denomina- 
da isotropia do espaço. Não existem direções especiais no espaço, a partir das quais se possa 
definir coordenadas privilegiadas. Ou seja, o espaço é isotrópico. Não existe, por assim dizer, 
uma bússola cósmica. Se fizermos uma experiência e a seguir girarmos o laboratório, isto é, 
girarmos rigidamente todos os agentes envolvidos, a experiência poderá ser repetida com os 
mesmos resultados anteriores. Diz-se então que as leis físicas são invariantes com respeito a 
rotações. As leis invariantes em rotações são expressas por equações do tipo 


a=b, 
a=b, (3.58) 
tensor a de ordem n = tensor b de ordem n. 


Isto é, um tensor de uma dada ordem é igual a outro tensor da mesma ordem. Como os dois 
lados da equação são tensores da mesma ordem, mediante uma dada transformação eles se 
transformam de modo idêntico, de forma que se a equação valer com o laboratório orientado 
de um dado modo, também valerá para o laboratório orientado de qualquer outra forma. Diz- 
se então que as leis físicas são equações tensorialmente homogêneas. Uma lei física descrita 
por uma equação tensorialmente não-homogênea não seria invariante mediante uma rotação 
e, portanto, não seria consistente com a isotropia do espaço. 

Uma questão adicional a se colocar é se existem leis físicas que sejam descritas por 
equações do tipo 


tensor a de ordem n = pseudotensor b de ordem n. (3.59) 


Essa é uma questão de grande profundidade e importância. Uma lei descrita por uma equação 
desse tipo se manteria invariante mediante qualquer rotação do espaço, já que as rotações são 
transformações próprias. Portanto, tal lei não seria inconsistente com a proprie-dade de 
isotropia do espaço. Entretanto, ela não se manteria invariante em uma transformação impró- 


== 
Paridade 
é a equivalência entre direito e 
esquerdo na Natureza. 
de 
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pria. Com efeito, mediante uma transformação imprópria, o lado direito da equação trocaria 
O seu sinal, após sofrer todas as transformações que atuam sobre o lado esquerdo. Portanto, 
uma lei física expressa pela Equação 3.59 não seria invariante mediante uma transformação 
imprópria. Uma vez que as transformações impróprias diferem das transformações próprias 
somente pelo fato de aquelas inverterem o caráter direito-esquerdo dos objetos, a questão 
fundamental a ser respondida é: direito e esquerdo são categorias equivalentes? Em outros 
termos, suponhamos que um experimento seja repetido após alterarmos o caráter direito- 
esquerdo de todos os agentes. Os relógios passam a girar no sentido anti-horário, as bobinas 
dos equipamentos elétricos são enroladas no sentido inverso, o ADN dos seres vivos envol- 
vidos têm sua helicidade invertida, o mesmo ocorrendo com um grande número de molécu- 
las nestes organismos etc. As leis que comandam uma experiência e sua congênere seriam as 
mesmas? O problema pode ser colocado de outra forma: uma dada experiência é acompa- 
nhada por dois observadores. Um deles observa diretamente os fenômenos, enquanto o 
segundo os observa refletidos em um grande espelho na parede. O que é direito para um é 
esquerdo para o outro. Neste caso, será que os dois observadores formularão as mesmas leis 
para descrever o resultado das experiências? 


A equivalência entre direito e esquerdo na Natureza é denominada paridade. Até meados 
do século XX, acreditava-se que a paridade era uma das simetrias da Natureza. Ou seja, o 
laboratório invertido se comportaria do mesmo modo ou, eguivalentemente, o observador 
que olha tudo pelo espelho sempre iria obter as mesmas leis obtidas pelo observador que vê 
os objetos diretamente. Em 1957 foi descoberto que certos processos envolvendo partículas 
subatômicas são inconsistentes com essa simetria, conforme será descrito em detalhe no 
Capítulo 45 (O núcleo atômico). Portanto, esquerdo e direito não são exatamente equivalen- 
tes e há na Natureza leis físicas que são descritas por equações do tipo da Equação 3.59. 
Porém, no âmbito da mecânica, da gravitação, do eletromagnetismo e de tudo que decorre 
diretamente dessas ciências, a paridade é uma simetria exata e não é possível misturar tensor 
com pseudotensor na forma expressa pela Equação 3.59. Neste âmbito, as leis físicas são 
strictu sensu tensorialmente homogêneas. 


Exercicios e problemas 


3.1E Indo para o trabalho, João caminha 800 m na direção 
leste (direção i), segue depois para o sul (direção -j) e caminha 
500 m. Chega ao edifício onde trabalha, toma o elevador e sobe 
100 m (direção k). Calcule: A) o módulo do deslocamento d de 
João; B) o ângulo entre d e a direção norte. 

3.2E Sejam os vetores a = 5,01 + 7,0j e b = -3,5i + 6,0k . 
Calcule: A) o ângulo entre a e b. B) o produto escalar a-b ; Oo 
produto vetorial axb; e D) o vetor ¢ = 2a — 3b. 

3.3E Considerando os vetores do Exercício 3.2: A) calcule 
â, É e âxb; B) os vetores àxb e E são iguais? Explique. 

x 

3.4E O vetor a na Figura 3.24 tem módulo a = 5,0 m. Escreva 

à representação analítica de a no sistema de eixos da figura. 


Figura 3.24 
(Exercício 3.4). 


3.5E A) Escreva a expressão analítica dos vetores A, B e C 
da Figura 3.25. B) Determine os ângulos Q entre A eBe É entre 
Bec. 


Figura 3.25 
(Exercício 3.5). 
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3.6E As arestas do paralelepípedo visto na Figura 3.26 são 
mutuamente perpendiculares. Mostre que o produto misto 
a» (b x c) é igual ao volume do paralelepípedo. 


Figura 3.26 
(Exercício 3.6). 


3.7P (Generalização do Exercício 3.6). Com referência à Fi- 
gura 3.27, mostre que o produto misto A - (B x C) é igual ao 
volume do poliedro, quaisquer que sejam os ângulos entre as 
suas arestas. 


Figura 3.27 
(Problema 3.7). 


3.8P Mostre que a - (b x c)=-b-(axc). 

3.9P A posição de uma partícula em movimento é dada por 
r(t) = (20m/s x t)i — (4,9 m/s? x t°)j. A) Calcule a velocidade v(t) e 
a aceleração a(t) da partícula. Que tipo de movimento a partícula 
realiza? B) Calcule a velocidade vetorial média da partícula entre 
os instantes 4, = 1,0se1,=5,0s. 

3.10P Calcule a velocidade e a aceleração de um corpo 
situado na linha do equador, decorrentes do movimento de 
rotação da Terra, considerando que a circunferência desta vale 
40000 km. 

3.11E Tomando movimento orbital da Lua em torno da Terra 
como circular uniforme de raio 3,82x10ºm e período de 27,3 dias, 
calcule a aceleração centrípeta da Lua. 


3.12P Utilize a transformação dada pela Equação 3.52 para 
calcular as componentes do vetor a' da Figura 3.5 no sistema de 
coordenadas (x, y). 

3.13P Calcule as componentes do vetor a' da Figura 3.28 no 
sistema de coordenadas (x, y) sem utilizar a regra de transforma- 
ção dada pela Equação 3.52. Utilize a definição do produto esca- 
lar e considerações geométricas. 


Figura 3.28 
(Problema 3.13). 


3.14P Calcule as componentes do vetor a da Figura 3.5 no 
sistema de coordenadas (x, y'). 


3.15P Utilize a lei de transformação de coordenadas dada 
pela Equação 3.46 para mostrar que o produto escalar de dois 
vetores fica invariante em uma rotação de coordenadas. 


3.16E Uma transformação de coordenadas é gerada pela 


=s/3 110 
E J3 pi 
002 


matriz A= L 


Trata-se de transformação própria ou imprópria? 
3.17E Calcule o produto tensorial ab entre us vetores a = 2i 
+j+3keb=3i+2j+2k. 


3.18E Construa o tensor simétrico T=!(ab+ba) com os 
vetores dados no Exercício 3.17. j 


4 


Movimento no espaço 
e no plano 


Seção 4.1 Descrição vetorial do movimento, 56 
Seção 4.2 Um exemplo ilustrativo: movimento helicoidal uniforme, 57 
Seção 4.3 Movimento de um projétil, 59 
Seção 4.4 Alcance de um projétil, 61 
Seção 4.5 Movimento relativo no espaço, 64 
Exercícios. problemas e questões, 65 
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Seção 4.1 Descrição vetorial do movimento 


O conceito de vetores e a notação vetorial, apresentados no Capítulo 3 (Caráter tensorial 
das grandezas físicas), simplificam muito significativamente O estudo do movimento não- 
retilíneo, ou seja, o movimento em um plano ou, no caso mais geral, no espaço tridimensio- 
nal. A notação fica muito mais compacta, e os cálculos mais simples. Exatamente por esta 
razão, adiamos o estudo do movimento nessas condições gerais para agora, neste Capítulo 4, 
quando já sabemos lidar com vetores. Na verdade, algumas noções envolvendo o movimento 
em duas e três dimensões já foram incluídas no capítulo anterior. Há duas razões para isso. 
Por um lado, tais noções foram consideradas necessárias para ilustrar conceitos sobre veto- 
res. Por outro, o presente capítulo é optativo e seu estudo pode ser omitido por estudantes 
que obtiveram boas noções de cinemática no secundário. Para que a omissão do presente 
capítulo não prejudicasse a continuação da leitura do livro, no Capítulo 3 foram incluídos 
alguns tópicos de cinemática que são absolutamente essenciais para os capítulos que suce- 
dem este Capítulo 4. Alguns poucos tópicos do Capítulo 3 são aqui revistos visando à clareza 
e à facilidade de leitura. 

Consideremos uma partícula movendo-se sobre uma curva. Suas posições nos instantes 
te t+ At são, respectivamente, r(t) e r(t + Af). Seu deslocamento no intervalo de tempo At 
é Ar, e neste intervalo de tempo sua velocidade (de agora em diante, o termo velocidade 
significará velocidade vetorial) média será 


Jan PESADO (4.1) 
At At 


Figura 4.1 

Uma partícula que se move sobre 
uma curva faz o deslocamento Ar 
no intervalo de tempo At. Sua 
velocidade média nesse intervalo é 
paralela a Ar, e sua velocidade 
(instantânea) no instante 1 será 
v(t), com direção tangente à 
trajetória no ponto r(t). 


A Figura 4.1 ilustra as posições inicial e final da partícula e seu deslocamento Ar entre esses 
instantes. Tomando o limite At — 0. obtém-se a velocidade da partícula no instante £: 


lim r(t + A) - r(t) (42) 
850 At 


dr 
)=— 
vo dt 


É claro que quando At — 0 o deslocamento Ar tende a ficar paralelo à tangente da trajetória 
no ponto r. Portanto, dr e conseqüentemente também a velocidade v são paralelos à tangente 
da trajetória da partícula no ponto ocupado no instante t. 


Se o vetor posição for decomposto em suas componentes, r = xi + yi + zk, tem-se 
dx dy ,d: 


| EE i 
vet rS e a rabeta (4,3) 


Analogamente, a aceleração da partícula no instante f é obtida por um processo limite que 
levaa 
dy dv. dv, dv 


— +j—>+k—=a,i+a,j 
dE AP a 7a a,j+a,k. (4.4) 


=, 
Período de um movimento 
cíclico é o tempo gasto para se 
completar um ciclo. 
dE 


Período da órbita 
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Seção 4.2 Um exemplo ilustrativo: movimento 
helicoidal uniforme 


Na Seção 4.1, apresentamos a descrição formal do movimento no espaço tridimensional. 
Nesta seção, ilustraremos a aplicação do formalismo analisando um movimento que, apesar 
de relativamente simples, mostra em sua plenitude as características do movimento tridi- 
mensional: o movimento de uma partícula que percorre uma trajetória helicoidal com veloci- 
dade de módulo constante. Conforme veremos no Capítulo 21 (Campo magnético), esse é o 
movimento de uma partícula eletricamente carregada sob o efeito de um campo magnético 
uniforme. Na análise do movimento helicoidal, teremos também a oportunidade de ampliar e 
detalhar a descrição do movimento circular uniforme apresentada no Capítulo 3. 


Consideremos uma partícula cuja posição varia com o tempo na forma 
r(t) = iR coswt + jR senwt + kvt, (4.5) 


onde R, œ e v, são constantes positivas. Aplicando as Equações 4.3 e 4.4, respectivamente, 
obtemos 


v(t) = OR senwt + joR cost + kv, (4.6) 


a(t) = im?R coswt + jw?R senwt. (4.7) 


As Equações 4.5, 4.6 e 4.7 mostram, respectivamente. como a posição r, a velocidade v e a 
aceleração a variam no tempo. Entretanto, elas não são muito esclarecedoras sobre o movi- 
mento da partícula. Para melhor entender tal movimento, é conveniente primeiro analisar sua 
projeção no plano xy. A projeção de r(t) nesse plano é 


LO) = İR coswt + jR senøt. (4.8) 
As coordenadas x e y da partícula variam no tempo na forma 


x(t) = R cosøt, (4.9A) 


(À) = R senøt. (4.9B) 


As Equações 4.9A e 4.9B mostram que as coordenadas x e y da partícula oscilam no tempo 
entre o valor mínimo -R e o valor máximo R. As oscilações de x e y não são sincronizadas: 
quando x tem valor nulo, isto é, quando wt = 7/2, 37/2, 57/2 etc., y está passando por um 
de seus valores extremos y = -R ou y = R. Reciprocamente, quando y tem valor nulo, isto é, 
quando wt = 0, 7, 27 etc., x está passando por um de seus valores extremos x = -R ou x = R. 
Isso significa que a projeção do movimento da partícula no plano xy é um movimento circu- 
laruniforme. A Figura 4.2 ilustra o movimento descrito pela Equação 4.8, ou equivalentemente 
pelas Equações 4.9. O número n que aparece na figura é um inteiro qualquer, n = 0, 1,2, 3 
etc. Cada incremento An = 1 em n significa um ciclo completo na órbita, ou seja, n é um 
contador de ciclos. O tempo T gasto para se completar um ciclo é o período da órbita. O 
movimento circular uniforme é um caso particular de movimento cíclico, ou movimento 
periódico, para o qual sempre podemos definir um período, ou seja, o tempo para se comple- 
tar um ciclo. Vê-se imediatamente que œT = 27, e portanto 


q=. (4.10) 


[0] 
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Figura 4.2 


Posição da partícula cujas 
coordenadas x e y variam no tempo 
segundo as Equações 4.9, em 
instantes distintos do seu 
movimento. Na figura, n é um 
número inteiro, n=0, 1,2, 3 etc. A 
figura mostra também a velocidade 
ot=n2n+3n/2 da partícula nos vários instantes. 


Algumas relações importantes envolvendo a posição, a velocidade e a aceleração da partí- 
cula podem ser obtidas pela análise das Equações 4.6, 4.7 e 4.8. Da Equação 4.6, podemos 
ver que 

v, =R, (4.11) 


y 


onde v, é o módulo da projeção da velocidade no plano xy. Comparando as Equações 4.7 e 
4.8, concluímos que 


ali) = -0° r, (Ù, (4.12) 


ou seja, a aceleração da partícula sempre aponta para o centro da trajetória circular, fato já 
discutido no capítulo anterior. Além disso, uma vez que o ol = R , podemos escrever 


a(t) = -0° R. (4.13) 


A Figura 4.3 mostra a projeção da partícula no plano xy, em um momento genérico de seu 
movimento, com a indicação das projeções da sua posição, velocidade e aceleração. Deve-se 
notar que, pela Equação 4.7, toda a aceleração da partícula está contida no plano xy e, portan- 
to, a (t) = a(t). 

E 


Figura 4.3 

Projeção do movimento 
descrito pela Equação 4.5 no 
plano xy. 


Para compor o movimento da partícula nas três dimensões, basta agora combinar o 
movimento circular uniforme no plano xy com o deslocamento na direção z, o qual tem 
velocidade uniforme v.. A Figura 4.4 mostra essa combinação de movimentos. A partícula 
percorre uma órbita helicoidal. O raio da hélice é R, e seu passo é igual a 


h=vT= nZ. (4.14) 
o 


ou seja, em cada ciclo da oscilação no plano xy a partícula se desloca do valor h na direção z. 
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h= 


Figura 4.4 

Movimento helicoidal 
uniforme. A partícula combina 
um movimento circular 
uniforme no plano xy com 
uma velocidade também 
uniforme na direção z. 


G 


~ < “14. 
Seção 4.3 Movimento de um projétil 
Conforme vimos no Capítulo 2 (Movimento retilíneo), ignorando-se o atrito com o ar, 
todo corpo movendo-se próximo à superfície da Terra tem uma aceleração constante, cujo 
módulo é g, a aceleração da gravidade. Consideremos um corpo com velocidade inicial 
T=iv,t+)v, (4.144) 
v, = V, (icos6, + jsen6), (4.14B) 
onde j é a direção vertical. A aceleração do corpo será 


a=-gi. (4.15) 


Considerando as Equações 4.4, temos 


dv: 


= (4.16A) 
dt 


(4.16B) 


(4.16C) 


As Equações 4.16A, 4.16B e 4.16C podem ser integradas para se obter respectivamente, 
Vy EV (4.17A) 
(4.17B) 


(4.170) 


Integrando novamente as Equações 4.17, sendo x, = y, = z, = 0 as coordenadas iniciais do 


corpo, obtemos 


X=Vol, (4.18A) 
= L ot? 

J=Vt -i8 > (4.18B) 

z=0. (4.180) 
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As Equações 4.18 mostram que o corpo sempre se mantém no plano xy, ou seja, a sua 
trajetória é plana. Tal trajetória é exibida na Figura 4.5. A figura mostra que a componente v, da 
velocidade na direção x se mantém invariante no tempo, o que é consistente com a Equação 
4.17A. Já a componente v, da velocidade, que tem o valor inicial v,, positivo, decresce continu- 
amente até atingir o valor nulo em != v, /g, quando a partícula atinge o ponto mais alto, e então se 
torna negativa com módulo crescente, o que também é consistente com a Equação 4.17B. 

Uma vez que, pela Equação 4.184, t=x/ v,, , da Equação 4.18B podemos obter a relação 
entre as coordenadas x e y, isto é, a equação da trajetória do projétil: 


Equação da 
trajetória do projétil 


(4.19) 


Esta é a equação de uma parábola e, portanto, o corpo descreve uma trajetória parabólica, 
fato este descoberto por Galileu, criador da cinemática e pioneiro no estudo do movimento 
de projéteis. 


Figura 4.5 
g v, Trajetória parabólica de 
um projétil sob o efeito n 
y daaceleração g da 
gravidade. 


A Equação 4.18B mostra que a coordenada y do projétil independe de sua velocidade v,, 
a qual permanece constante durante o movimento. Isto é ilustrado pela Figura 4.6, que 
mostra duas bolas soltas do mesmo ponto, ambas com v, = O. Para uma das bolas, v, = 0, 
e para a outra, v, > 0. Nota-se que uma bola cai verticalmente e a outra percorre uma 
trajetória parabólica e que, apesar da distinção entre as trajetórias, a cada instante as duas 
bolas estão à mesma altura. 


FASE 
È- c = os 
c © i 
c c z 
o 
E = Figura 4.6 

9 = £ Duas bolas são soltas do 
para s mesmo ponto. Uma das 
[3 g aa E bolas tem velocidade inicial 
Gac SER o nula e a outra tem velocidade 
a É inicial na direção horizontal. 

Ref ESTUDE pegas E Em cada instante, ambas as 
S EIES OON ua bolas estão à mesma altura, 

ou seja, a velocidade 

a msmo — e horizontal da bola não afeta 
o 5 s c seu movimento na vertical. 


Altura atingida 
pelo projétil 


Alcance horizontal do 
projétil ao atingir o 
nível vertical do qual 
foi atirado 
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Seção 4.4 Alcance de um projétil 


Figura 4.7 

A trajetória de um 
projétil, com a 
indicação de várias 
Ea REZA o ps e grandezas relevantes. 


Nesta seção retomaremos a análise do movimento de um projétil visando a obter algumas 
características da trajetória, como a altura máxima atingida e o alcance do projétil na direção 
x. Trataremos do caso geral em que o projétil é atirado a partir de uma altura H do solo, como 
mostra a Figura 4.7. O tempo gasto para o projétil atingir o ápice da trajetória é 


t Voy  Vosenô,, (4.20) 

8 8 

e, pela Equação 4.18B, a altura A atingida é 
2 2 m 
novina- gr- atenda) 1 ea, (421) 
2 g 2 g? 

2 

h= Vosen6,) (4.22) 
2g 


Temos dois alcances na direção horizontal a considerar. Um é o alcance R quando o 
projétil atinge novamente o nível y = 0 do qual foi atirado. Uma vez que esse nível é atingido 
no instante t = 2t,, considerando a Equação 4.18A calculamos 

2 
R=22 


senĝ, cosg, - (4.23) 


Usando a relação trigonométrica sen 20, = 2 sen8, cos8,, a Equação 4.23 pode ser reescrita 
na forma 

2 
2 sen20,. (4.24) 
8 


R= 


Percebe-se imediatamente que o maior valor de R, para um valor fixo do módulo da veloci- 
dade inicial, ocorre quando 28, = 7 / 2, ou seja, 0, = 45°. 

Para calcular o alcance horizontal D do projétil ao atingir o solo, a partir da Equação 
4.18B escrevemos 


1 
-H =v, senO,t, -5 ty", (4.25) 


onde £, é o tempo decorrido até o projétil atingir o solo. Resolvendo esta equação de segundo 
grau, obtemos o tempo t, 


sne send, 
8 


tg (4.26) 
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Podemos agora calcular D: 
D=v,cos8,t,. (4.27) 
e substituindo o valor de £, obtemos 


Alcance horizontal do v? sen8, cos6, 


projétil ao atingir o solo D= 24y, cos, 14.28) 
8 
Comparando as Equações 4.23 e 4.28, podemos escrever 
p=R, | E cos? 8 - (4.29) 
A 2 
b Exemplo 4.1 Um menino rola uma bolinha sobre uma mesa e esta bolinha 
cai de uma altura H = 80 cm (ver Figura 4.8). Se a velocidade inicia) da 
bolinha é v, = 2,1 m/s, a que distância D da projeção da borda da mesa 
ela atinge o piso? 
| Figura 4.8 


(Exemplo 4.1). 


| 
| Solução Como a componente vertical da velocidade inicial da bolinha é 
| nula, podemos escrever 

| 


(4.30) 


da bolinha se mantém constante durante a queda, obtemos 
2H 


D=v, (431) 


8 


| 
| 
| onde 1 é o tempo gasto na queda. Uma vez que a velocidade horizontal 
| 
| 
| 
| 


Nota-se que a Equação 4.28, quando para 8,=0, fica idêntica à Equação 
4.31, como não poderia deixar de ser. Colocando os números na Equa- 
ção 4.31, obtemos 
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* Exemplo 4.2 Um canhão atira suas balas com velocidade inicial de módulo 
V, Portanto, seu raio de tiro (o alcance máximo de seus tiros), estando o 
canhão em terreno plano, é (ver Equação 4.24) Ras va 1 g. (A) Mostre 
que para atirar em um alvo à distância R < R nsv O operador do canhão 
pode optar por dois ângulos 0. (B) Calcule os dois valores de 8, para o 
alvo à distância de 800 m, supondo v, = 100 m/s. 


T =E == «1. (4.32) 


Portanto, como se vê na Figura 4.9, onde para simplificar usamos a 
notação compacta q = 26,, há duas soluções para o ângulo 28, 


Figura 4.9 

Os dois ângulos q, e q, 
têm o mesmo seno: seng, 
= seng, = RIR p 


(B) Usando os dados numéricos do problema temos R mí = 1019 m, e 
podemos escrever 


sen20, = 200 - 0,785, 
1019 


cujas soluções são 


20, = 52°, 20, = 128º. 


Portanto, 
0,=26, 
0,=64, 


são os dois ângulos de tiro possíveis. A Figura 4.10 ilustra os dois ângu- 
los de tiro com os quais o canhão pode acertar o alvo. Nota-se que os 
ângulos 26º e 64º são simétricos (igualmente afastados) em relação 
ao ângulo de 45º. A existência dos dois ângulos de tiro, egiiidistantes do ân- 
gulo de 45º, foi percebida por Galileu. 


Figura 4.10 

O canhão, no ponto A, atira 
balas com velocidade de 
100 m/s. O alvo no ponto P, 
a 800 m, pode ser acertado 
com dois ângulos de tiro, 26º 
e 64º, simétricos em relação 
ao ângulo de 45º. 
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+ Exempio 4.3 Mostre que a velocidade final do projétil ilustrado na Figura 
4.7 tem módulo 


vy =yv, +2gH . 14.33) 


independentemente do ângulo 6, . 


Sotucêo Pela Equação 4.14B, temos 


Yo = Voy Bl» 


e considerando a Equação 4.26, podemos escrever 
v, vo? 2H 
a [Nor 


V f = Voy 8 -= ` 
S g g’ g 


ou 


= 2 

Vy =Yvo +2gH . (4.34) 
Portanto, posto que Vg = Vox» obtemos 

ve VR Vg = Yo +Voy +28H + 


1 que equivale à Equação 4.33. No Capítulo 6 (Trabalho e energia), vere- 
mos que a Equação 4.33 é uma consegiiência imediata da lei da conser- 
vação da energia mecânica, um princípio geral da mecânica que será ali 
estudado. 


Seção 4.5 Movimento relativo no espaço 


Consideremos duas partículas cujas posições no instante £ sejam r (1) e r,(1). A posição da 
partícula 2 relativamente à partícula 1 é definida pelo vetor 


R(t) = r (i) — r (ð. (4.35) 


A velocidade e a aceleração da partícula 2 em relação à partícula 1 são, respectivamente, 


-R du di, (4.32) 
dt dt dt 
dR dr, dr s (4.33) 


d? a? dt? 
Vê-se imediatamente que as Equações 4.32 e 4.33 podem ser escritas nas formas equivalen- 
tes 

V=w—Yp (4.34) 


A-=a-a, (4.35) 


onde v,, Y, a, € a, são, respectivamente, as velocidades e acelerações das partículas 1 e 2. 


Capitulo 4 / Movimento no espaço e no plano 


> Exemplo 4.4 No cruzamento de duas ruas, uma na direção oeste-leste e a 
outra na direção sul-norte, há um sinal luminoso. Um carro, indo para o 
norte, passa pelo cruzamento com velocidade de 70 km/h, a qual é 
mantida constante; 10 s depois, o sinal abre e o outro carro, indo para o 
leste, arranca com aceleração constante de 5,0 (km/h)/s. Calcule a 
velocidade e a aceleração do segundo carro em relação ao primeiro, 15 s 
após a arrancada do carro. 


xi 


| Figura 41 
E (Exempio 4.4). 
A x 
Sstução Definindo os eixos x e y nas direções oeste-leste e sul-norte, 


respectivamente, e tomando a origem das coordenadas no cruzamento 
das ruas (ver Figura 4.11) e a origem do tempo no instante em que o 
carro 2 arranca, podemos escrever 


tvt 0 + ND), 
= lat? = lat. 
| Portanto, 

V=a fi- vo) 

A=a, =ai 


Colocando os números nestas duas fórmulas, obtemos 


vittas sj (75-70) = 


Exercicios, problemas e questões 


4.1E A posição de um corpo em movimento varia no tempo corpo no instante + = 5,0 s. (C) Trata-se de movimento uniforme, 


segundo a equação uniformemente acelerado ou algum movimento mais geral? 
r = (80 + 15t+3,0º)i-5,0º j + 204k, 4.2Q Um corpo move-se segundo a fórmula 
onde as distâncias são medidas em metros e o tempo é medido r = i20 m/s - t — j4,9 m/s? - è? + k20 m/s - t. 


em segundos. Calcule (A) a velocidade e (B) a aceleração do Trata-se de um movimento em um plano? 
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4.3P Um corpo está no instante al 1 = 0, na posição r, = 
i3,0 m + k5,0 m, e com velocidade v, = j7,0 m/s. Sua aceleração 
evolui no tempo segundo equação a(t) = -j10 m/s? + k3.0t m/s”. 
Calcule (A) a posição e (B) a velocidade do corpo em 1 = 3,0 s. 

4.4P Faça gráficos das coordenadas x(1), y(r) e z(t) do corpo 
cujo movimento é descrito no Problema 4.3. 


4.5E Um satélite para observação de danos ambientais na 
Amazônia orbita a Terra à altitude de 600 km, onde a aceleração 
da gravidade vale 8,21 m/s”. Sendo R = 6,37 x 10'km o raio da 
Terra, qual é o período da órbita do satélite? 


4.6E Calcule a aceleração da Terra em seu movimento em 
torno do Sol, aproximando sua órbita por um círculo de raio 
1,50x 10"m. 

4.7P Calcule a aceleração de uma partícula cuja posição é 
dada por r = 1,6m x [sen(5,0r / s + 45°)i + cos(5,0r/s + 45º). 

4.8P Um elétron sujeito a um campo magnético uniforme B 
descreve um movimento helicoidal uniforme cujo raio é de 2,00 
mm e cujo período de oscilação é de 3,00 ns. O passo da hélice é 
de 6,00 mm. Calcule (A) o módulo da velocidade do elétron e (B) 
o módulo da sua aceleração. 

4.9P Um próton sujeito a um campo magnético realiza um 
movimento helicoidal uniforme, com os seguintes parâmetros 
v,=5,00x10º m/s, a = 4,00x10" m/s*e v, = 2,00x10º m/s. Calcule 
o passo da hélice. 

4.10E Todas as partículas da Natureza, como os elétrons, 
prótons e outras, estão sujeitas à ação da gravidade. Entretanto, 
devido às altas velocidades com que tais partículas usualmente 
se movimentam, a atuação da gravidade sobre elas quase sem- 
pre pode ser ignorada. Considere, por exemplo, um elétron em 
um tubo de TV, que é lançado do canhão de elétrons à tela com 
velocidade de 6x10” m/s. A distância típica do trajeto é 0,3 m, 
maior ou menor, dependendo do tamanho do tubo. Consideran- 
do esta distância, quanto um elétron é desviado para baixo devi- 
do à gravidade? 

4.ME Um avião pretende lançar equipamento de salvamento 
para um náufrago. Voa à altitude de 200 m, indo na horizontal na 
linha que passa sobre o náufrago, com velocidade de 300 km/h. 
O náufrago é observado por uma luneta que faz um ângulo 9 
com a horizontal. A que ângulo 6 de visão o equipamento deve 
ser solto, para que ele caia próximo do náufrago? 

4.12E Um garoto atira uma pedra com velocidade inicial de 
15 m/s, a um ângulo de 60º com a horizontal. (A) Qual é a altura 
máxima atingida pela pedra? (B) Qual é o módulo da sua veloci- 
dade no ponto de altura máxima? 

4.13E Qual é o módulo da velocidade do projétil cujo movi- 
mento é visto na Figura 4.12 ao colidir contra o piso? 


Figura 4.12 


(Exercício 4.13 e 
Problema 4.14). 


4.14P A Figura 4.12 mostra dados sobre um projétil que 
atinge um ponto em um plano elevado de uma altura H em rela- 
ção ao ponto de lançamento. Quanto vale H? 


Figura 4. 13 
(Problema4.15). 


4.15P A Figura 4.13 mostra alguns dados da trajetória de um 
projétil. Calcule d em termos de v, pe g- 

4.16P Um índio atira flechas com a velocidade de 30 m/s. (A) 
Com que inclinação deve ele atirar uma flecha se pretende 
atingir um ponto, à mesma altitude em que se encontra e à dis- 
tância de 65 m, de forma que a trajetória tenha o menor compri- 
mento possível? 

4.17E A bolinha que percorre a parábola na Figura 4.6 do 
texto tem velocidade inicial v, = iv,. Calcule (A) sua velocidade e 
(B) sua aceleração em relação à outra bolinha no instante gené- 
rico t. 


4.18E Um rifle atira balas com velocidade inicial de 440 m/s. 
Ao atirar em um alvo distante 50 m, no mesmo nível do rifle, 
quanto acima do alvo deve o atirador mirar? 


4.19P Calcule a distância entre os dois carros do Exemplo 
4.4, 15 s após a arrancada do carro que estava parado. 


4.20P A Figura 4.14 mostra duas bolinhas realizando movi- 
mento circular uniforme em sentidos opostos, sobre círculos de 
mesmo raio deslocados um do outro na direção vertical. Toman- 
do como tempo £ = O aquele do instantâneo mostrado na figura, 
calcule (A) a velocidade e (B) a aceleração da bolinha ocre rela- 
tivamente à bolinha azul. 


Figura 4.14 
(Problema 4.20). 


4.21P Duas partículas saem no instante t = 0 do mesmo 
ponto, cada uma seguindo uma linha reta com aceleração cons- 
tante a. Sendo 8 o ângulo entre as duas trajetórias, como a 
distância d entre as partículas varia como o tempo? 


5 


Leis fundamentais 
da mecânica 


Seção 5.1 O paradigma newtoniano, 68 
Seção 5.2 A lei da inércia, 69 
Seção 5.3 Medidas de força, 70 
Seção 5.4 Segunda lei de Newton, 77 
Seção 5.5 Movimento sob uma força constante, 75 
Seção 5.6 Lei da ação e reação, 76 
Seção 5.7 Sistema Internacional de Unidades (SI), 79 
Seção 5.8 Relatividade de Galileu, 79 
Exercícios, problemas e questões, 82 


consagrada como princípio geral 


Ene 


Volume 1 / Mecânica 


=m 


Paradigma 
é uma proposição conceitual 
que, pela sua abrangência e 
fertilidade, acaba sendo 


para teorias e métodos de 
abordagem. 
a 


Seção 5.1 O paradigma newtoniano 


Os primeiros capítulos deste livro são dedicados à área da física denominada mecânica 
newtoniana. A estruturação dessa ciência se deve ao célebre físico inglês Isaac Newton 
(1642-1727) e está descrita em sua obra monumental Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica (1687), que se traduz para Princípios Matemáticos da Filosofia Natural. Tal 
obra, com freqüência chamada simplesmente de Principia, contém, além da formulação das 
leis da mecânica, a proposição da lei do inverso do quadrado para a atração entre as massas, 
conhecida como lei da gravitação de Newton, e a descrição do movimento dos planetas. A 
mecânica newtoniana e a lei da gravitação foram concebidas em 1665-1666, no curto perío- 
do de 18 meses em que Newton, fugindo da peste negra, viveu na fazenda da família logo 
após graduar-se na Universidade de Cambridge. A elaboração das conseqüências das leis da 
mecânica newtoniana e da lei da gravitação requeria uma matemática que não se limitasse a 
operações com elementos discretos. Naquele período quase mágico de criatividade, Newton 
criou também o cálculo integral e diferencial, que é a forma adequada de manipular matema- 
ticamente elementos contínuos. A invenção do cálculo foi também feita independentemente 
pelo filósofo e matemático alemão Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), mais ou menos 
na mesma época. 

Tanto a mecânica newtoniana quanto a lei da gravitação falham em certas situações extre- 
mas. A mecânica falha quando os corpos adquirem velocidades que não sejam pequenas 
comparadas com a velocidade da luz no vácuo, c = 3 x 10º m/s, e a lei da gravitação falha na 
proximidade de corpos de massa muito grande. O critério para o limite de validade da lei da 
gravitação também envolve a velocidade da luz: considere um corpo sendo atraído gravita- 
cionalmente por um segundo corpo e suponha que os dois corpos se aproximem estando 
inicialmente em repouso e infinitamente separados um do outro. Enquanto a velocidade de 
“queda” de um corpo no outro for muito menor do que a velocidade da luz, a mecânica e a lei 
da gravitação de Newton funcionam bem. Excedido este limite, ambas falham. Considere, 
por exemplo, um corpo caindo na Terra, partindo do repouso, de um ponto muito distante. 
Ao atingir o solo (despreze a resistência do ar) o corpo terá velocidade de cerca de 1,1x10º 
m/s. Uma vez que tal velocidade é muito menor do que a da luz, o problema pode ser 
investigado com ótima precisão com o uso da física newtoniana. A Terra não é capaz de 
acelerar outros corpos até velocidades próximas à da luz, e portanto sua ação gravitacional 
pode ser descrita pela lei de Newton. 

As teorias capazes de lidar com as situações em que a mecânica newtoniana ou a lei da 
gravitação de Newton falham são, respectivamente, a relatividade especial e a relatividade 
geral. Estas duas teorias foram desenvolvidas pelo físico alemão Albert Einstein (1879- 
1955) nos anos de 1905 e 1915, respectivamente. Newton e Einstein são, com justiça, con- 
siderados os dois maiores físicos da história. Nos Capítulos 27 (Relatividade especial — 
cinemática) e 28 (Dinâmica relativística) será feita uma apresentação da relatividade especial. 
A formulação da relatividade geral requer a manipulação da geometria em espaços curvos, ` 
especificamente da geometria riemanniana. Essa dificuldade formal coloca a relatividade 
geral fora do escopo deste curso. 


O movimento de partículas atômicas e subatômicas tem peculiaridades que não podem 
ser descritas pela mecânica de Newton, nem mesmo pela mecânica relativística. A teoria 
capaz de lidar com fenômenos nessa escala é a mecânica quântica, desenvolvida na década 
de 1920 pelo trabalho conjunto de vários físicos. Essa teoria introduz conceitos inteiramente 
novos na física. Entretanto, sua estrutura lógica ainda é muito afim à da mecânica newtoniana 
em um aspecto básico: tal como já ocorrera com o eletromagnetismo e a relatividade, a 
mecânica quântica se baseia em um conceito newtoniano fundamental, o de equações de 
movimento. A hipótese básica de que é possível descrever a Natureza em termos de equações 
de movimento transformou-se na verdade em um paradigma, o qual denominaremos para- 
digma newtoniano. 

Tal paradigma não foi concebido por Newton ab initio. O movimento dos corpos foi 
objeto de grande interesse na antiguidade, com ênfase no movimento dos corpos celestes. 
No período de cerca de cem anos que precedeu a Newton, desenvolveu-se a idéia de que a 
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investigação da Natureza deveria se basear na experimentação. Esta consiste na observação, 
aliada a medidas precisas, dos fenômenos naturais, algumas vezes em condições completa- 
mente controladas pelo experimentador. Destaca-se naquele período o trabalho de Tycho 
Brahe (1546-1601), astrônomo dinamarquês que dedicou quase toda a sua vida a medir 
diariamente a posição dos cinco planetas visíveis a olho nu em relação às estrelas fixas. 
Johannes Kepler (1571-1630), matemático polonês, após dedicar quase toda a sua vida à 
análise dos dados de Brahe, formulou as leis cinemáticas que governam o movimento dos 
planetas, conhecidas como leis de Kepler. 


Galileu Galilei (1564-1642), cientista italiano, foi quem primeiro sistematizou o estudo 
do movimento, transformando-o em uma ciência no sentido moderno. Galileu é por isso 
reconhecido como o pai da física. Incluem-se em sua obra o estudo cinemático do movi- 
mento uniforme, do movimento uniformemente acelerado e do movimento oscilatório do 
pêndulo. Galileu limitou-se entretanto à cinemática, isto é, ao estudo do movimento sem 
relação com suas causas. Coube a Newton a criação da mecânica, que é o estudo do movi- 
mento em conexão com seu agente gerador, a força. Com sua mecânica e sua lei da gravitação, 
Newton pôde deduzir matematicamente as leis de Kepler para o movimento dos planetas. A 
denominada mecânica celeste tornou-se uma ciência capaz de prever com grande precisão o 
movimento dos corpos celestes. Um exemplo importante do sucesso dessa ciência foi a 
descoberta do planeta Netuno, feita independentemente por Adams e Le Verrier, em 1846, 
com base na observação de pequenas anomalias na órbita de Urano. 

O paradigma newtoniano é possivelmente a criação mais importante e mais bem-sucedida 
da história do pensamento humano. Sobre ele foram construídas a ciência do eletromagne- 
tismo — que por sua vez explicou entre outras coisas as inúmeras descobertas empíricas da 
óptica — e, posteriormente, as teorias da relatividade e da mecânica quântica. A combinação 
do eletromagnetismo com a mecânica quântica é capaz de explicar a Tabela Periódica dos 
elementos e as leis da química. Com aquelas duas teorias e mais a teoria da relatividade, tem 
sido possível construir uma visão muito precisa e abrangente da Natureza. Tudo o que já foi 
investigado pelo homem, envolvendo fenômenos que ocorrem desde a escala de tamanho 
mínimo já observada (=10-"º m) até a escala do macrocosmo (=10% m), parece inteligível a 
partir do paradigma. 


Seção 5.2 A lei da inércia 


Galileu foi quem primeiro reconheceu a lei da inércia, ao enunciar a hipótese de que se 
uma bola apoiada sobre um plano horizontal recebesse um impulso inicial em uma direção 
qualquer, e não houvesse atrito entre a bola e a superfície do plano (o atrito do ar com corpos 
densos a baixas velocidades pode, em primeira aproximação, ser ignorado), ela se moveria 
em movimento retilíneo uniforme. Tal hipótese foi obtida por extrapolação, a partir de expe- 
riências feitas pelo próprio Galileu sobre o movimento de esferas rígidas e polidas apoiadas 
em planos inclinados de superfícies também rígidas e polidas. Havendo um declive, a bola rola 
com movimento uniformemente acelerado em que a aceleração é proporcional ao declive do 
plano. Havendo um aclive, a bola apresenta uma aceleração negativa também proporcional ao 
aclive do plano. Os dados sugerem que em um plano horizontal, na ausência de atrito, a bola 
rolaria com aceleração nula. As experiências de Galileu envolviam condições incomuns na vida 
diária. Nesta, o atrito é sempre uma força muito significativa que leva os corpos a cessarem 
rapidamente o movimento obtido com um impulso inicial. Por isso, a lei da inércia é contrária 
à intuição. A hipótese de Galileu era revolucionária na época. Aristóteles, o mais influente 
pensador desde sua época (384 a.C.-322 a.C.) até o século XVI, quando nasceu Galileu, 
afirmava que um corpo sobre o qual não atuasse nenhuma força estaria em repouso. Só haveria 
movimento enquanto houvesse alguma força atuante. Nesta concepção, para que os planetas 
mantivessem seu movimento, supostamente em torno da Terra, era necessária a força de 
propulsão de incansáveis anjinhos eternamente batendo as suas asas (no vácuo!). 


Newton fundou a mecânica sobre três postulados conhecidos como as três leis de Newton. 
O primeiro postulado, ou primeira lei, é a lei da inércia, enunciada na forma: 
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Todo corpo persiste em seu estado de repouso, ou de movimento retilíneo uniforme, a 
menos que seja compelido a modificar seu estado pela ação de forças impressas a ele. 


A primeira lei, na formulação dada por Newton, apresenta duas deficiências lógicas que 
merecem uma discussão mais cuidadosa. A primeira é que ela parece puramente tautológica, 
ou seja, parece não dizer nada de novo. A menos que se tenha uma definição prévia e inde- 
pendente do que seja força, ela parece estar simplesmente definindo força como aquilo que 
altera o estado de repouso ou movimento retilíneo uniforme dos corpos. Visto assim, outra 
leitura da primeira lei seria: 


Todo corpo persiste em repouso ou em movimento retilíneo uniforme, exceto quando não 
permanece em nenhum destes estados. 


Esta crítica é feita com freqüência, mas carece de fundamento objetivo e se apóia sim- 
plesmente na forma sucinta com a qual Newton colocou algumas de suas idéias. Força sobre 
um corpo pressupõe algum agente externo atuando sobre ele, o qual em princípio pode ser 
identificado. Existem forças de contato (de natureza eletromagnética, como veremos) como 
a sentida em um aperto de mão. Existem forças gravitacionais, como o peso deste livro. 
Existem ainda duas outras forças, denominadas forças nucleares, que não se manifestam em 
nenhuma situação da vida diária e que eram desconhecidas na época de Newton. Em todos os 
casos, o aparecimento de uma força sobre um corpo exige a presença de outros corpos em 
suas imediações, cuja atuação pode ser identificada. Newton não achou necessário fazer 
estas considerações, julgando talvez óbvio que a existência de forças atuando sobre o corpo 
poderia ser reconhecida independentemente da observação do movimento. 

A segunda deficiência da formulação da primeira lei é o fato de ela não dizer em relação a 
que referencial o corpo tem aceleração nula quando livre da ação de outros corpos. Newton 
acreditava no espaço absoluto, em relação ao qual os corpos se moveriam ou ficariam para- 
dos. Um referencial em relação ao qual valeriam as leis de Newton, incluindo a primeira lei, 
estaria parado ou em movimento retilíneo uniforme em relação ao espaço absoluto. Tal tipo 
de referencial foi por ele denominado referencial inercial. 

Hoje se sabe que não existe espaço absoluto, e portanto não existe também movimento 
absoluto. Somente tem sentido falar-se de movimento relativo de um corpo (em relação a 
outro ou a outros corpos). Por outro lado, porém, a enorme experiência acumulada desde a 
época de Newton demonstrou que realmente existe uma classe de referenciais inerciais, ou 
seja, referenciais nos quais vale a lei de inércia e também as outras leis de Newton. Tais 
referenciais estão em repouso ou em movimento retilíneo uniforme em relação às estrelas 
fixas. Configura-se assim uma questão de grande e até hoje insolúvel mistério: por um lado 
não existe movimento absoluto, mas por outro existe uma classe de referenciais privilegia- 
dos, os referenciais inerciais. Para se acelerar em relação a um referencial inercial, qualquer 
corpo tem que estar sob a ação de um outro corpo. 


Seção 5.3 Medidas de força 


As forças de contato, de natureza eletromagnética, são facilmente mensuráveis. Um modo 
simples de medir estas forças é mediante um instrumento denominado dinamômetro. A ope- 
ração do dinamômetro se baseia no fato de que os corpos são elásticos, ou seja, deformam- 
se sob a ação de forças de contato. Uma mola, por exemplo, se alonga sob o efeito de uma 
força de estiramento, como mostra a Figura 5.1. 


Na Figura 5.1A, a mola é mostrada pendendo livremente de uma haste. Seu comprimento 
é L, Na Figura 5.1B, se vê a mola sustentando um corpo de peso F. A mola se alonga então 
para o comprimento L, + AL. Se o alongamento não for muito grande, em geral observa-se 
que ele é proporcional à força de estiramento, ou seja, 

F=kAL, (5.1) 
onde k é uma constante característica da mola denominada constante de mola. A Equação 
5.1 é denominada lei de Hooke, em homenagem ao físico inglês Robert Hooke (1635-1703) 
que a escreveu pela primeira vez. Na verdade, Hooke fez um estudo mais amplo da deforma- 
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Figura 5.1 

Uma força de estiramento faz 
uma mola se alongar. Este 
fenômeno é utilizado para a 


| | medição de forças no 
pat dispositivo denominado 
linamômetro. 
yF dinamô 


ção de corpos elásticos pela ação de forças externas, no esforço de desenvolver um relógio 
preciso que pudesse funcionar sob as condições enfrentadas pelos navios no mar, e a Equa- 
ção 5.1 é um caso particular de seus resultados. 


Seção 5.4 Segunda lei de Newton 


A Figura 5.1 na verdade mostra de forma esquemática um dinamômetro de mola. Tal 
instrumento foi amplamente utilizado para medir o peso dos corpos, ou seja, como balança 
de mola. Com o uso do dinamômetro, é possível investigar o efeito de forças de contato 
sobre o movimento dos corpos. A Figura 5.2 mostra um bloco polido deslizando sobre um 
plano horizontal também polido, sob o efeito de uma força F. O polimento das superfícies 
pode reduzir a força de atrito até torná-la pouco significativa na experiência. Medidas desse 
tipo, feitas em um referencial inercial, irão mostrar que o bloco sofre uma aceleração propor- 
cional e na mesma direção da força F que atua sobre ele. 


Figura 5.2 
Um corpo é puxado, sobre uma 


superfície horizontal sem atrito, 
por uma força F cuja intensidade 
p_e (módulo) é medida pelo 


dinamômetro. Observa-se que sua 
aceleração é proporcional à força. 


Tem-se assim uma manifestação da segunda lei de Newton. Matematicamente, a segunda 
lei de Newton é expressa na forma 


F=ma, sendo m um escalar positivo (5.2) 


Em palavras, a segunda lei diz que, sob a ação de uma força F, um corpo apresenta uma 
aceleração proporcional à força e na direção e sentido desta. A constante de proporcionalida- 
de m que aparece na Equação 5.2 é denominada massa inercial, ou simplesmente massa do 
corpo. Quanto maior a massa, maior a força necessária para gerar uma dada aceleração. 
Portanto, a massa determina a inércia do corpo, daí o nome massa inercial. 


A massa do corpo, como já foi dito, é um escalar. Isso significa que seu valor independe 
da direção na qual o corpo é acelerado. Significa também que a aceleração e a força têm a 
mesma direção. Ambas as coisas decorrem diretamente da isotropia do espaço. De fato, a 
força define univocamente uma direção no espaço, e portanto a aceleração só tem aquele 
norte. Se a aceleração ocorresse em qualquer outra direção que não aquela, ficaria violada a 
propriedade da isotropia. Analogamente, não há como o corpo apresentar inércias diferentes 
para diferentes direções do espaço, já que todas as direções são equivalentes. 

Força é obviamente uma grandeza orientada. Para que ela seja um vetor é necessário que 
obedeça a determinadas regras. A Equação 5.2 somente pode ser consistente se F for um 
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vetor. De fato, a aceleração é um vetor, pois é obtida pela derivação em segunda ordem do 
vetor-posição em relação ao tempo: 


Uma vez que a massa m é um escalar, o produto ma é um vetor. Para que se possa operar 
matematicamente com a Equação 5.2 sem riscos de inconsistências, é necessário que F seja 
um vetor. Em especial, é necessário que forças obedeçam à regra de soma dos vetores. Esta 
não é porém uma questão matemática e sim de caráter empírico. A questão empírica a ser 
respondida é a seguinte: considere um corpo C sujeito à ação do corpo C , situado no ponto 
r, A força sobre C é dada por F . O corpo C, é agora retirado e um terceiro corpo C, é 
colocado no ponto r, Verifica-se que este faz sobre o corpo C uma força F,. Recoloca-se 
finalmente o corpo É na antiga posição r, e mede-se a força F sobre o corpo. A Figura 5.3 
ilustra as três situações em sua segiência. 


(A) (B) (©) 


Figura 5.3 


A força F que os corpos C, e C, fazem conjuntamente sobre o corpo C é a soma vetorial das forças F e F, 
que os corpos C, e C,, respectivamente, fariam sozinhos sobre C. Esta regra é denominada princípio da 
superposição das forças. 


Pergunta: 
F=F,+F? (5.4) 


A questão tem sutilezas. Primeiro, deve-se notar que os corpos C, e C, também atuam 
entre si, e que isso pode modificar as suas propriedades. Considere por exemplo o caso de 
corpos C, e C, carregados eletricamente. Nesse caso, quando C, e C, ficam próximos, a 
distribuição de cargas elétricas nesses corpos pode se modificar, e isso iria naturalmente 
alterar a força elétrica que cada um deles faz sobre C. Devemos excluir esses corpos de 
nossos testes. Por exemplo, no caso de forças de natureza elétrica devemos fazer experiên- 
cias com corpos de dimensões minúsculas de modo que a redistribuição de cargas elétricas 
seja irrelevante. De um modo geral, devemos nos certificar de que os corpos C, C, e C, não 
estejam sendo modificados durante a experiência. 


A Equação 5.4, se verdadeira, exprime o denominado princípio da superposição das for- 
ças. A experiência demonstra que o princípio da superposição vale para as forças de natureza 
eletromagnética e também para as forças nuclear forte e nuclear fraca. No caso das forças 
gravitacionais, o princípio vale para todas as situações em que a lei da gravitação de Newton 
também vale. O movimento dos planetas e de seus satélites, por exemplo, pode ser calculado 
com enorme precisão com base no princípio da superposição das forças gravitacionais e na 
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teoria de Newton da gravitação. Entretanto, conforme foi dito anteriormente, em certos 
limites extremos a teoria da gravitação de Newton tem que ser substituída pela teoria da 
gravitação de Einstein. Não há ainda testes experimentais diretos do princípio da superposição 
das forças nesses limites. Entretanto, a teoria de Einstein já foi testada em outros aspectos, e 
prevê que o princípio não é válido. Nessa teoria, a força que um corpo de massa 2M faz 
sobre um corpo-de-prova não é duas vezes a força que um outro corpo de massa M faria nas 
mesmas circunstâncias. (Corpo-de-prova é um corpo utilizado para testar forças exercidas 
por outros corpos. Suas dimensões devem ser minúsculas o suficiente para ser tomado 
como uma partícula, e suas grandezas — massa, carga etc. — devem ser pequenas o suficien- 
te para que sua presença não afete as propriedades dos outros corpos.) 


Nesse ponto, você pode estar se questionando como é que tal teoria pode ser consistente, 
uma vez que o princípio da superposição não vale e portanto as forças não se somam segun- 
do a regra de adição de vetores. Entretanto, na teoria de Einstein, a gravitação é um efeito de 
deformação da geometria do espaço na proximidade de corpos maciços. Nesse espaço cur- 
vo, não é possível definir-se um vetor-deslocamento na forma convencional. A aceleração 
dos corpos sob o efeito da gravidade não é mais descrita em termos de forças e sim em 
termos puramente geométricos. O princípio: da superposição de forças vale em todas as 
situações abordadas nesse texto. 


Deve-se observar que os conceitos de força, deslocamento e aceleração, aqui definidos, 
não são adequados para a descrição do movimento na relatividade geral. 


Retornando à segunda lei de Newton, a massa inercial do corpo é proporcional à quanti- 
dade de matéria contida nele. Por exemplo, se você juntar dois corpos de massas m, e m, 
para formar um terceiro, poderá verificar que este terá massa igual a m, + m,. Entretanto, se 
você pudesse juntar não dois pedaços de pedra e sim duas estrelas gigantes e fazer experiên- 
cias de dinâmica com elas, iria verificar que, ao juntar duas estrelas de massas m em uma 
única, iria obter uma estrela com massa menor do que 2m. Portanto, em condições extre- 
mas, somente descritas pela relatividade geral, tanto para a gravitação quanto para a inércia, 
um mais um não é igual a dois! Tais condições nunca serão encontradas neste livro. 


Exemplo 5.1 Considere um bloco apoiado em um plano inclinado como 
mostra a Figura 5.4. Ignorando o atrito entre as duas superfícies, calcule: 
| A) a aceleração do bloco; B) a força que o plano faz sobre o bloco. 


N r 
| apr 


Figura 5.4 

Bloco apoiado sobre um plano 
inclinado. As variáveis relevantes 
para a solução do Exemplo 5.1 são 
indicadas na figura. 


Solução Uma vez que não há atrito, a força N que o plano faz sobre o 
bloco é normal àquele. É claro também que o movimento do bloco se 
dá na direção paralela ao plano. Pode-se então escrever 


N=Nj 
| mg = -mg senói -mg cosġj 
| F = N + mg = -mg sendi + (N — mg cosQ)j. 


(5.5) 


A segunda lei de Newton permite escrever 


ma=mi+mjyj=F. (5.6) 


| As componentes da equação vetorial (Equação 5.6) são 


TE MERES (57) 


0=N -mg cosq. 
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Dessas duas equações, pode-se concluir, respectivamente, que 
aja=Xi=-gsenpi (5.8) 


b) N=mgcosġj. 


Exemplo 5.2 Considere agora que entre as duas superfícies do Exemplo 5.1 
haja um coeficiente de atrito estático ut. Qual é o ângulo máximo de 
inclinação do plano para que o bloco fique em repouso? 


Solução A força de atrito terá a direção e sentido i. Pela definição de 
coeficiente de atrito que você aprendeu no secundário e verá de forma 
mais precisa no Capítulo 12 (Atrito), pode-se escrever 
F, S4Ni. (5.9) 
Utilizando o resultado do Exemplo 5.1, obtém-se 
F, < umg cosó. (5.10) 
Portanto, a resultante F das forças na direção x será 
F, =F,- mg senó < mg (ucosġ — senġ). (5.11) 


Para que o corpo fique em repouso, deve-se ter F, = 0. Portanto, 


u cosó — sen 2 0 ~- 180 ni = H (5.12) 


P Exemplo 5.3 Uma estrada foi projetada para os veículos se moverem a 100 

| kmh. Em uma curva com raio de curvatura R = 500 m, qual é o ângulo de 
declive que a pista de rolamento deve ter para dentro para que o carro possa 
| percorrê-la sem que haja atrito lateral entre os pneus e a pista de rolamento? 


Figura 5.5 

Uma pista de rolamento 
apresenta uma curva com raio de 
curvatura R. Ela deve ser 
inclinada para dentro, de um 
ângulo q . Se o carro trafegar com 
velocidade Vertigo + não haverá 
atrito lateral entre os pneus e a 
pista. 


Solução A Figura 5.5 mostra o carro e o sistema de coordenadas a ser 
utilizado. Pode-se escrever 


y 
| ini a Ni (5.13) 


| ma ,=0= N cosġ-mg. 
A segunda equação na Equação 5.13 resulta em N = mg / cosĝ. Substi- 
tuindo este resultado na primeira equação, obtém-se 


v seng, 
| m—=mg— 
R cosġ 
2 2 mc? 
PE E (27,8) m's =0157, 


gR 981ms?x500m 
4=89º. 


Movimento 
uniformemente 
acelerado 
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Seção 5.5 Movimento sob uma força constante 


O caso particular de movimento de uma partícula sob a ação de uma força constante é 
provavelmente já familiar ao leitor. Entretanto, dada a sua importância e adequação como 
exemplo ilustrativo da segunda lei, dedicaremos esta seção ao seu estudo. Podemos, sem 
perda de generalidade, definir o eixo de coordenadas x na direção da força F, de forma que F 
= İF. Neste caso, a equação de movimento da partícula de massa m será 


mi=F, (5.14) 


ou seja, a aceleração da partícula será 


F 
— = constante. (5.15) 
m 


A aceleração da partícula é constante, ou seja, o movimento é uniformemente acelerado. A 
velocidade da partícula no instante t será 
t 
v(i) =v, +fad'=v,+at , (5.16) 
o 
onde v, é sua velocidade inicial, ou seja, no instante t = 0. A coordenada da partícula no 
instante 1 será 


' 
xl) =x, + jve dr . (5.17) 
o 


Substituindo v(t), dada na Equação 5.16, na Equação 5.17, obtém-se 


t t 
xlt) =x, +|vodt'+ fardr, (5.18) 
0 o 
cuja integração leva a 
x(t)=x, tuitiar. (5.19) 


A Figura 5.6 mostra a variação no tempo da velocidade da partícula. O deslocamento da 
partícula no intervalo de tempo de O a t é igual à área sob a curva v(t), sombreada na figura. 
Observa-se concordância com a Equação 5.19. 


Yta 

Figura 5.6 
E Variação da velocidade de uma 
sf partícula em movimento 
8 uniformemente acelerado. O 
E vo deslocamento da partícula no 


Area=1 [vo+vota dJt intervalo de tempo O a £ é igual à 
área sombreada na figura, dada 


porx()-x,=vt+a?'/2. 


Tempo 


Um caso particular de movimento uniformemente acelerado é a queda livre. Neste caso, 
a = -g8, onde g é aceleração da gravidade. Colocando a origem das coordenadas no solo e 
supondo que a partícula cai da altura h partindo do repouso, obtemos 

x(t)=h -4g 3 (5.20) 


A partícula atingirá o solo no instante f, =./2h/g com velocidade v=-/2gh . 
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Seção 5.6 Lei da ação e reação 


e, 
Lei da ação e reação ou A terceira lei de Newton, também denominada lei da ação e reação, estabelece uma 
terceira iei de Newton importante relação envolvendo a interação entre dois corpos. O enunciado original de Newton 


A toda ação corresponde uma se traduz por 


reação igual e contrária. Ou seja, E E AN r ERP 3 
as ações mútuas de dois corpos A toda ação corresponde uma reação igual e contrária. Ou seja, as ações mútuas de dois 


um sobre o outro são sempre corpos um sobre o outro são sempre iguais e orientadas em sentidos opostos. 
iguais e orientadas em sentidos Pelo menos de modo qualitativo, a terceira lei é bastante intuitiva para as forças de contato. A 
opostos. experiência diária a evidencia de vários modos. Quando você tropeça em uma pedra e ma- 
= chuca o pé, a culpa é da terceira lei: seu pé empurra a pedra para frente e ela empurra seu pó 
para traz com a mesma intensidade. 


O passo inovador e audaz de Newton foi estender tal conceito também para as outras 
forças, por exemplo para a gravitação. Não há evidências de que a maçã que cai sob a ação de 
seu peso também esteja puxando a Terra para cima. Talvez as únicas evidências experimen- 
tais disponíveis naquela época sobre o aparecimento de uma força de reação para a atração 

Precessão dos equinócios gravitacional fossem as marés e a precessão dos equinócios. A causa principal das marés e 
é a precessão do eixo de rotação da precessão dos equinócios é a força de atração da Lua sobre a Terra. Entretanto, a conexão 

da Terra em torno do eixo desses fenômenos com suas causas não é nada simples e, na verdade, foi estabelecida pelo 


normal à sua órbita. próprio Newton no Principia. 
pra 


neo 


O enunciado da terceira lei deixa pouco explícito um fato da maior importância. Conside- 
re, como vistas na Figura 5.7, duas possibilidades para a interação entre dois corpos. 


Figura 5.7 


G> Na Figura 5.7A e na Figura 5.7B, as 
forças de ação e reação têm o mesmo 


módulo e orientações opostas. 

Entretanto, aquelas duas forças têm 

também que estar sobre a mesma linha de 
Eu (A) (B) ação, como se vê na Figura 5.7A. 


Ambas parecem atender perfeitamente aos ditames da lei enunciada por Newton. Entretanto, 
ao dizer “reação igual e contrária”, Newton estava dizendo mais do que “iguais e orientadas em 
sentidos opostos”. Iguais e contrárias significava também para Newton que as forças deveriam 
estar sobre a mesma linha de ação, como na Figura 5.7A. Ação e reação como indicadas na Figura 
5.7B não são observadas na Natureza. É importante realçar que este detalhe importante da lei da 
ação e reação é consegiiência natural da isotropia do espaço. De fato, dados dois corpos em um 
espaço isotrópico, somente uma direção fica univocamente definida: a direção do segmento 
de reta que une os dois corpos. Portanto, a direção das forças F e —F deve ser a desta reta. 
Reexamine a Figura 5.7B: que bússola teria designado que F e —F se orientassem naquele 
rumo? Voltaremos a este assunto no Capítulo 7 (Conservação do momento). 


> Exemplo 5.4 Considere dois corpos sob a ação da gravidade e suspensos 
por um fio sem massa, como mostra a Figura 5.8. Uma força vertical 
puxa os dois corpos para cima. A) Qual é a aceleração dos dois corpos? 
B) Qual é a força de tensão T no fio que une os dois blocos? 


Figura 5.8 


Dois corpos, ligados por um fio, 
são puxados para cima pela força F. 
As grandezas relevantes para a 
solução do Exemplo 5.4 são 
indicadas na figura. 
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Solução Para resolver o problema, é feito um diagrama em que aparecem 
todas as forças que atuam sobre os dois corpos. O segmento superior 
do fio faz uma força F sobre o corpo 1. Este faz uma força T sobre o 
segmento intermediário do fio e esta é transmitida ao corpo 2. O corpo 
2 reage com uma força —T sobre o fio e esta é transmitida ao corpo 1. 
Para simplificar, na ilustração foram omitidas as forças que os corpos 
fazem sobre o fio e colocadas somente as forças que o fio faz sobre 
os corpos. As forças-peso m,g e m,g também atuam sobre os dois 
corpos. A questão A pode ser respondida facilmente se os dois corpos 
forem tratados como um só corpo de massa m, + m, sobre o qual 
atuam a força F e a força-peso (m, + m,)g. Todas as forças são 
paralelas e portanto o problema pode ser tratado algebricamente, 
tomando-se força para cima como positiva e força para baixo como 
negativa. As forças T e —T são forças internas do corpo e não afetam 
o seu movimento, uma vez que se anulam mutuamente. Portanto, da 
segunda lei de Newton, obtém-se 


F-(m, +m)g=(m+m)a 
F 
+4=———— 
m +m, 


(5.21) 


Sabendo-se que ambos os corpos têm a mesma aceleração dada pela 
Equação 5.21, pode-se agora responder à questão B. De fato, para o 
corpo 2 vale a equação 


T-mg=ma. (5.22) 


Substituindo o valor da aceleração a na Equação 5.22, obtém-se 


F 
T=mg+m(——-8) 
ny Fay (5.23) 
ater, 
m +m, 
Alternativamente, podemos responder à questão B examinando o movi- 
mento do corpo 1. Vale então a equação de movimento 


F-mg-T=ma 


F 
“T=F-mg-ma=F-meg-m(—— —g) (5.24) 


+ 


T=F-F =F, 

m + m m + m, 
Digamos, entretanto, que o “macete” de considerar inicialmente os dois 
corpos como um único corpo não fosse imaginado. Neste caso, o pro- 
blema seria analisado a partir das equações de movimento individuais 
para os dois corpos. A segunda lei aplicada aos corpos 1 e 2 resulta, 
respectivamente, em 


F-mg-T=ma (5.25) 
T-mg=moa. 


Obtém-se, assim, um sistema de duas equações com duas incógnitas a 
e T. Para resolver o sistema, pode-se inicialmente somar essas duas 
equações para se obter a eliminação da incógnita T: 


F-(m+m)g=(m+ma 


que reproduz a Equação 5.21. 
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No Exemplo 5.4, o fio que transmite a força tem massa nula. O fio sem massa simples- 
mente transmite a força de um extremo ao outro sem nenhuma perda, e portanto podemos de 
fato ignorar as forças que atuam sobre ele. Um fio com massa submetido a uma aceleração 
apresenta uma tensão não-uniforme, como se mostrará no Exemplo 5.5. 


Pb Exemplo 5.5 Um cabo homogêneo de massa M e comprimento L é puxado 

i para cima por uma de suas extremidades com força F, como se vê na 
Figura 5.9. Calcule: A) a aceleração do cabo e B) a variação da tensão ao 
longo do mesmo. 


x+Ax 


hr 


T(rtAx) 
per 
Tœ) 
Figura 5.9 
Cabo homogêneo puxado 
para cima. 


Solução Para calcular a aceleração, basta aplicar a segunda lei de Newton 
ao cabo como um todo. As forças que atuam sobre ele são F e sua 
força-peso Mg. Portanto, 


F — Mg = Ma (5.26) 
pe ape 
EA 


Para calcular a variação da força de tensão, considera-se a equação de 
movimento de um segmento do cabo de comprimento Ax, como mostra 
a Figura 5.9. As forças que atuam sobre este segmento são T(x + Ax), — 
T(x) e a força-peso —gAM = — gMAx/L. Portanto, pode-se escrever 


Ta+aD-T@-M E sma. (5.27) 


Dividindo a Equação 5.27 por Ax, obtém-se 


THAT MM (5.28) 
Ax E. E 


Tomando o limite Ax — O e substituindo a aceleração a dada pela Equa- 
ção 5.26, obtém-se 


Ea 


(5.29) 
dx L 


Integrando a Equação 5.29, considerando-se que T(0) = 0, obtém-se 


F 
T()=—x" (5.30) 
(69) L 
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Seção 5.7 Sistema Internacional de Unidades (S1) 


Na mecânica newtoniana e na lei de gravitação de Newton, somente aparecem as grande- 
zas tempo, comprimento, velocidade, aceleração, força e massa. Obviamente, velocidade e 
aceleração são grandezas derivadas de tempo e comprimento, uma vez quev=dr/dt ea= 
d?r / di’. Além disso, a segunda lei de Newton estabelece uma relação entre força, massa e 
aceleração (Equação 5.2), e daí resulta que tempo, comprimento, força e massa não podem 
ser consideradas como grandezas independentes. O significado disso é que não podemos 
escolher arbitrariamente as unidades de medidas para cada uma daquelas quatro grandezas. 
Se escolhermos, por exemplo, as unidades para medida de tempo, comprimento e força, a 
unidade de massa ficará automaticamente definida por meio da relação F = md?r / dt?. Pode- 
mos escolher arbitrariamente as unidades para três daquelas quatro grandezas. No chamado 
Sistema Internacional de Unidades (SI) a opção foi pela definição das unidades de tempo, 
comprimento e massa. Tais unidades serão descritas a seguir. 

A unidade de tempo é o segundo, símbolo s. Seu valor é: 


1 s éa duração de 9 192 631 770 períodos da radiação gerada pela transição entre os dois 
níveis hiperfinos do estado fundamental do césio-133. 

A unidade de comprimento é o metro, símbolo m. Seu valor é: 
1 m éa distância percorrida pela luz no vácuo em (1/299 792 458) s. 

A unidade de massa é o quilograma, símbolo kg. Seu valor é: 
1 kg é a massa de um cilindro padrão de platina iridiada. 

O SI contém outras unidades, além das de tempo, comprimento e massa. Tais grandezas 
serão definidas na medida em que aparecerem no texto. Uma relação das unidades no SI 
pode ser vista no Apêndice A. 


Seção 5.8 Relatividade de Galileu 


Na Seção 5.8 deixamos implícito que qualquer referencial com movimento retilíneo uni- 
forme em relação a um referencial inercial é também um referencial inercial. Isto resulta do 
pressuposto de que a aceleração de uma partícula é a mesma em dois referenciais que se 
movem um em relação a outro com velocidade constante. Esta não parece ser uma afirmação 
muito forte, e na verdade o leitor talvez a tenha considerado evidente. As próximas linhas 
conterão uma demonstração da veracidade dessa afirmação. Entretanto, a demonstração está 
errada. Tente ver de modo crítico cada passo da argumentação para ver se há algo questionável. 

Consideremos o movimento de uma partícula visto de dois referenciais R e R', como 
ilustrado na Figura 5.10. O referencial R' está se movendo em relação a R com velocidade u 
constante. A origem do sistema R' será dada, no sistema R, por 


0=0,+ur, (5.31) 


onde O, é o valor inicial (t= 0) de O. A posição de uma partícula em R' é dada pelo vetor r'. 
No referencial R, a posição será dada por 


r=r+0. (5.32) 


Em R'a velocidade da partícula será 


1 
yr (5.33) 
dt 
e sua aceleração será 
2 
ECE (5.34) 
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Figura 5.10 


O referencial R' move-se com 
velocidade u em relação ao referencial 
R. Várias grandezas essenciais para a 
análise da transformação de 
coordenadas são indicadas na figura. 


No referencial R, a velocidade e a aceleração serão, respectivamente, 


v-E-Sq'+0, sup=viu. (5.35) 
t t 

dE d d?r' 
a = + tu)= E (5.36) 


Portanto, a aceleração da partícula nos dois referenciais será a mesma. Assim, se a partícula 
tiver aceleração nula (a' = 0) em R', sua aceleração será também nula (a = 0) em R. Isso 
conclui a demonstração. 


Tirando fora a notação, a demonstração se deve a Galileu e foi considerada válida até 
1905. A discussão desse tema pertence a um longo e fascinante capítulo da história do 
pensamento humano. Immanuel Kant (1724-1804) foi o mais influente filósofo do período 
newtoniano da física, ou seja, período de Newton até Einstein. Em seu mais importante livro, 
Crítica da Razão Pura, fez uma classificação dos juízos que influenciou o pensamento de 
muitos filósofos, matemáticos e cientistas. Os juízos se classificam em analíticos, ou seja, 
que podem ser demonstrados logicamente, e sintéticos, os quais não admitem demonstração 
lógica. Um teorema (sua tese) constitui um exemplo de conceito analítico. Kant subdividiu 
os juízos sintéticos em duas categorias. Uma é a dos juízos empíricos, cuja veracidade ou 
falsidade somente pode ser obtida pela experiência. A lei da gravitação e as três leis de 
Newton são exemplos de juízo empírico. A segunda categoria dos juízos sintéticos proposta 
por Kant é a dos juízos a priori, os quais, apesar de não admitirem demonstração, seriam 
evidentes por si. Feita a distinção, Kant faz sua análise dos conceitos de espaço e tempo. 
Segundo Kant, espaço e tempo não são conceitos empíricos extraídos de experiências, e sim 
“intuições puras”. Sendo assim, nossos juízos fundamentais sobre espaço e tempo são juízos 
a priori. Juízos como “o espaço (ou o tempo) é infinito” ou “o espaço tem três dimensões” 
seriam a priori. O mesmo aconteceria com o célebre quinto postulado de Euclides “por um 
ponto fora de uma reta passa uma única paralela à mesma”, do qual resulta a geometria 
euclidiana. A obra de Kant tornou explícitos métodos praticados de forma parcialmente 
inconsciente desde a Grécia. De alguma forma, a mente humana conteria conceitos inatos 
sobre o mundo exterior, e sobre estes não cabia dúvida. 


O juízo “o espaço tem três dimensões” é analítico ou empírico? 


Os juízos a priori na verdade não passam de preconceitos extremamente arraigados. São 
conceitos tão intuitivos que nos sentimos psicologicamente compelidos a aceitá-los como 
verdadeiros. Só um gênio é capaz de se libertar de um desses a priori. O matemático alemão 
Georg Riemann (1826-1866) foi um dos primeiros a se libertarem do quinto postulado de 
Euclides. Construiu uma geometria em que duas retas distintas nunca são paralelas, manten- 
do os quatro primeiros postulados de Euclides. O impacto inicial da geometria riemanniana 
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foi pequeno e incapaz de abalar o prestígio de Kant. Porém, a teoria da relatividade liquidou 
com vários dos juízos a priori sobre espaço e tempo, incluindo o quinto postulado. 

Nossa demonstração sobre a igualdade da aceleração de uma partícula quando vista de 
dois referenciais não acelerados um em relação ao outro, Equação 5.36, se baseou em dois 
juízos a priori, expressos pelas Equações 5.32 e 5.33. Os preconceitos arraigados ali envol- 
vidos são os de espaço e tempo absolutos. Naquelas equações, r' é a posição da partícula no 
referencial R' e O é a posição da origem do sistema R' no sistema R. Ao efetuar a adição 
vetorial O + r', na Equação 5.32, estamos, portanto, somando resultados de medidas feitas 
por observadores situados em referenciais distintos, um se movendo em relação ao outro. 
Admitimos como óbvio o fato de que a geometria dos objetos será a mesma quando vista por 
observadores que se movem um em relação ao outro. Na teoria da relatividade, comprovaua 
por uma enorme variedade de experiências, esta equivalência não vale: a distância entre dois 
corpos depende do movimento do observador. Neste caso, a soma envolvida na Equação 
5.31 não faz sentido. 


A Equação 5.33 envolve outro a priori de Kant, conforme discutiremos a seguir. A velo- 
cidade da partícula no referencial R' é definida por 


gde 
dt 
Entretanto, consideramos que o passo do tempo é o mesmo para todos os observadores, 
independentemente do seu movimento. Fomos aqui inspirados pela mesma intuição compul- 
siva (intuição pura, segundo Kant) que levou Newton a afirmar, julgando desnecessária qual- 
Conceito de tempo, quer justificativa, o seu conceito de tempo absoluto: 
por Newton: o tempo absoluto, 
verdadeiro e matemático, por si 
só e por sua própria natureza, 
flui uniformemente, sem relação Neste caso, !=1 ~. dt'=dt , e a Equação 5.33 seria válida. 
com nenhuma coisa externa, e é 
também chamado de duração. 
E 


v (5.37) 


ea 


O tempo absoluto, verdadeiro e matemático, por si só e por sua própria natureza, flui 
uniformemente, sem relação com nenhuma coisa externa, e é também chamado de duração. 


O absolutismo do tempo é também uma hipótese contradita pela observação da Natureza. 
Conforme admitido na teoria da relatividade, o andamento dos relógios depende de suas 
velocidades, ou seja, o tempo também é relativo. Concluímos portanto que nossa demons- 
tração de que a aceleração de uma partícula é a mesma em todos os referenciais inerciais é 
inválida, baseada em preconceitos que Kant denominou conceitos a priori. Entretanto, na 
teoria da relatividade permanece verdadeira a afirmação de que a aceleração de uma partícula 
é a mesma para todos os referenciais inerciais. Ou seja, neste caso particular demos uma 
demonstração falsa para uma tese verdadeira! 


As correções relativísticas envolvidas nas transformações de coordenadas somente são 
importantes quando a velocidade relativa dos dois referenciais é comparável com a velocida- 
de da luz. Por isso, podem ser ignoradas em todas as situações do cotidiano envolvendo 


movimento de corpos macroscópicos. Nesses casos, as Equações 5.33 a 5.37 se aplicam 
como excelentes aproximações. As regras de transformação 


x=x+ut (5.38) 


jay (5.39) 
Transformação de 


Galil 
ji z= (5.40) 


(5.41) 


exprimem a denominada transformação de Galileu para o caso em que o referencial R' se 
move com velocidade u, na direção x, em relação ao referencial R. Os dois referenciais 
coincidem no instante t = 0. É claro que a transformação de Galileu deixa invariante a acele- 
ração que aparece na segunda lei de Newton, ou seja, 
2, i 
dr = Er ; (5.42) 
a? dr? 
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Além do mais, na teoria de Newton a massa é uma propriedade da partícula que independe 
do movimento do referencial, ou seja, da velocidade do observador. As forças atuando sobre 
um corpo também independem do observador. Portanto, as leis de Newton são invariantes 
mediante uma transformação de Galileu. A hipótese de que as leis da física sejam invariantes 
à transformação de Galileu é denominada relatividade de Galileu. 


Os juízos a priori de Kant têm um papel muito importante na evolução da física. Seu papel 
por um lado é essencial. Talvez, sem estes a priori a ciência não seria construída. Por outro 
lado, muitas vezes o apego aos a priori impede ou retarda o entendimento do comportamento 
da Natureza. A lição da história sugere que a física atual também deve conter conceitos 
considerados evidentes e cuja negação repugna à nossa mente, mas que no futuro revelarão 
ser falsos. A idéia aristotélica de que o movimento de um corpo requer alguma força, o 
caráter euclidiano da geometria, o espaço e o tempo absolutos de Newton, e outros conceitos 
da física clássica que estudaremos posteriormente, constituíram a priori, cuja negação levou 
a uma revolução científica. Este talvez seja o verdadeiro significado da revolução científica: a 
libertação de algum juízo a priori. A raridade dessas revoluções somente demonstra o nosso 
enorme apego aos referidos preconceitos. 


Exercicios, problemas e questões 


5.1E Uma pessoa de massa igual a 70 kg está em um eleva- 
dor que tem aceleração igual a 2,5 m/s? para cima. Qual é o 
valor da força que os pés da pessoa faz sobre o piso do 
elevador? 


=) 5.2E Um carro, cuja massa vale 1 200 kg, viaja a 100 km/h 
quando o motorista pisa fortemente no freio. Então, o atrito 
do pneu com a pista faz uma força F, = 7,7x10º N, que perma- 
nece constante durante a frenagem. 4) Qual é a aceleração do 
carro? B) Que distância ele percorre até parar? 

5.3E Um avião, cuja massa é de 50 000 kg, viaja na horizon- 
tal à velocidade constante de 720 km/h. Suas turbinas exercem 
um empuxo de 7,0x10º N na direção horizontal. Calcule a força 
que o ar exerce sobre o avião. 

5.4E A resistência do ar sobre um pára-quedas excrec uma 
força F, = 8,0(N x s/m?)v?, onde v é a velocidade de queda. 
Qual é a velocidade limite (velocidade máxima) de uma pára- 
quedista de massa igual a 60 kg, ao saltar com esse pára-que- 
das? 

5.5E Uma pedra cuja densidade é p = 2,5 g/cm? afunda em 
um lago. Sabendo-se que a água exerce sobre a pedra uma 
força de empuxo para cima igual ao peso do volume de água 
deslocada pela pedra, e que a densidade da água é p = 1,0 g/cm?, 
calcule a aceleração da pedra. Ignore o atrito da pedra com a 
água. 

5.6E O gás expelido de um foguete lançado para cima, na 
vertical, faz sobre ele uma força de empuxo igual a 120x10*N. 
Sendo 3,0 toneladas a massa do foguete, calcule a sua acele- 
ração. 


5.7E Como mostra a Figura 5.11, uma pedra gira no ar, presa 
por um fio de comprimento l. A) Qual é a tensão no fio? (Ignore a 
gravidade.) B) Se o fio arrebentar quando a pedra estiver na posi- 
ção mostrada na figura, qual será seu movimento subsequente? 


i 


L—Bm 


Figura 5.11 
(Exercício 5.7). 


x 

Kssr Na Figura 5.12 vê-se uma pedra de massa m, suspensa 
por um fio, em uma órbita circular em um plano horizontal. A) 
Identifique as forças que atuam sobre a pedra. B) Qual é a ten- 
são T no fio? C) Qual é a relação entre ve 6? D) Qual é o período 
T da oscilação? 


a Figura 5.12 
5 > (Problema 5.8). 
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5.9E A Figura 5.13 mostra um projétil sendo atirado com 
velocidade inicial v,, a qual faz um ângulo 8 com a horizontal. O 
projétil move-se sem atrito sob a ação da gravidade até cair 
novamente no solo. Calcule: A) a altura máxima h atingida pelo 
projétil; B) a distância d atingida. 


Figura 5.13 
(Exercício 5.9). 


a je = 
Y 


5.10P Referindo-se ao Exercício 5.9, para um valor fixo de v, 
a que ângulo 8 de lançamento o projétil atinge a distância d 
máxima? 

5.11P Considere uma partícula de massa m, abandonada do 
repouso à altura h do solo. Sendo v a sua velocidade ao atingir 
a altura x, demonstre as relações 


mgx =meh-mv? , 


v=2g(h-x) 


5.12E O bloco da Figura 5.14 desliza sem atrito da altura h = 
10 m, partindo do repouso. Sendo 4 = 30º, calcule: A) o tempo 
gasto no deslizamento até o fim da rampa; B) a velocidade final 
do bloco. 

5.13P Mostre que, na ausência de atrito, a velocidade final 
do bloco visto na Figura 5.14, fixados os valores de h e da velo- 
cidade inicial, independe do ângulo q . 


Figura 5.14 
(Problema 5.13). 


5.14P Suponha que entre o bloco e a superfície da rampa da 
Figura 5.14 haja um coeficiente de atrito cinético |t < tgó . Sendo 
v, a velocidade inicial do bloco, calcule: A) o tempo gasto no 
deslizamento; B) a velocidade final do bloco. 


5.ISP Dois blocos estão suspensos por uma roldana, como 
mostra a Figura 5.15. A roldana tem massa desprezível e gira sem 


atrito em torno de seu eixo. Calcule: A) a aceleração dos blocos; 
B) a tensão T no cabo. 


Figura 5.15 
[m] (Problema 5.15). 


5.16P Ignorando qualquer forma de atrito no sistema mos- 
trado na Figura 5.16, A) encontre a relação entre as massas m e M 
para que o sistema fique em equilíbrio; B) calcule a aceleração 
dos blocos se M = 2m. 


Figura 5.16 
45° (Problema 5.16). 


5.17P Supondo que o bloco de seção triangular da Figura 
5.17 esteja rigidamente fixado ao piso, calcule a aceleração do 
paralelepípedo, ignorando atrito. 

5.18P* Suponha que o atrito do bloco de seção triangular 
da Figura 5.17 com o piso e com o paralelepípedo seja nulo. 
Calcule a aceleração do bloco de seção triangular e do paralele- 
pípedo. 


45° Figura 5.17 
(Problema 5.18). 


io 
Pã 
é 
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5.19P As esferas vistas na Figura 5.18 têm cada uma massa 
m e estão em equilíbrio mecânico. Supondo que não haja atrito 
entre as bolas, nem entre elas e a caixa, identifique todas as 
forças atuando sobre as esferas e calcule o seu valor. 


Figura 5.18 
(Problema 5.19). 


5.20P Dois carros idênticos, cada um com massa igual a 
1 200 kg e velocidade inicial de 60 km/h, chocam-se frontalmen- 
te. Durante a colisão, os dois carros se deformam, de modo que 
a frente de cada um retrocede 60 cm. Supondo-se que a força 
durante a colisão seja constante, A) qual é a aceleração sofrida 
pelo corpo do carro e B) qual é a força exercida durante a colisão? 


5.21P Um carro de massa igual a 1 200 kg e velocidade inicial 
de 60 km/h choca-se com uma parede de concreto. Durante a 
colisão, o carro se deforma de modo que sua frente retrocede um 
comprimento igual a 60 cm. Supondo-se que a força durante a 
colisão seja constante, A) qual é a aceleração sofrida pelo corpo 
do carro e B) qual é a força exercida pela parede sobre o carro? 

5.22Q Do ponto de vista dos danos sobre o carro ou seus 
passageiros, existe alguma diferença entre um carro com velo- 
cidade v, colidir frontalmente com outro carro igual com veloci- 
dade —v, ou com uma parede de concreto? 

5.23Q Os dois cabos que prendem os blocos vistos na Figu- 
ra 5.19 resistem a uma tensão máxima igual a 1,5 mg. O bloco de 
baixo é repentinamente abandonado, de forma que ao se com- 
pletar a queda permitida pelo cabo de baixo um dos cabos irá se 


romper. Qual deles? Sugestão: faça a experiência para testar a 
sua resposta. 


T E 
CS 
ji 
= Figura 5.19 


(Questão 5.23). 


5.24Q Os dois pequenos blocos da Figura 5.20 se apóiam 
sobre uma fita forte de papel. Quando a esfera em queda livre 
atingir a fita, esta cairá sem arrebentar, Você acha provável que 
os pequenos blocos caiam? Sugestão: faça a experiência. 


Figura 5.20 
(Questão 5.24). 


5.25E Um corpo move-se com velocidade v = 110m/s + j1Sm/s 
no referencial R. Calcule sua velocidade v' no referencial R' que 
se move em relação a R com velocidade u = i20m/s . 

5.26P Um corpo cai em queda livre da altura h, partindo do 
repouso, quando observado no referencial R', o qual se move 
com velocidade u horizontal em relação ao referencial R. Descre- 
va o movimento do corpo, quando observado no referencial R. 
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RR a 
O trabalho realizado por uma 
força constante F sobre uma 
partícula enquanto esta se 
desloca de uma quantidade d em 
linha reta é dado por 
e 


Seção 6.1 Introdução 


Na física, trabalho é um termo usado com significado distinto do entendido na linguagem 
diária. Considere, por exemplo, uma pessoa caminhando em um plano horizontal, com velo- 
cidade constante, carregando um corpo de peso P = mg. Na linguagem comum, isso pode 
significar um trabalho exaustivo, dependendo do peso e da distância percorrida. Na lingua- 
gem da física, porém, não há nenhum trabalho envolvido. Por outro lado, se o referido 
carregador estiver subindo uma rampa, estará realizando trabalho sobre o corpo. O valor do 
trabalho realizado será 


Wísubir) = mgh, (6.1) 


onde A é o deslocamento do corpo na direção vertical, isto é, o quanto o carregador subiu 
carregando o corpo. Se o carregador descer de volta a rampa irá realizar sobre o corpo um 
trabalho 


Wídescer) = -mgh. (6.2) 


O trabalho realizado ao descer é, portanto, negativo e de magnitude igual ao realizado na 
subida. No circuito completo de subida e descida, o carregador terá realizado um trabalho de 
valor nulo. Você já estudou o conceito de trabalho e sua relação com outro conceito, o de 
energia. Este capítulo será dedicado à investigação desses dois conceitos. A utilização da 
linguagem vetorial e dos recursos do cálculo diferencial e integral permitirá considerável 
aprofundamento naqueles conceitos. Neste capítulo será também introduzido o que constitui 
possivelmente o mais fundamental dos princípios da física: a lei da conservação da energia. 


Seção 6.2 Trabalho de uma força constante 


O trabalho feito pelo carregador sobre o corpo de peso mg transladado com velocidade 
uniforme entre dois pontos com diferença de nível A só depende de h e do peso do corpo. 
Muitas questões, entretanto, ainda estão sem resposta: qual é o trabalho se a trajetória for 
curva, ou seja, se a velocidade tiver direção variável e se o módulo da velocidade for variável. 
Além do carregador, a Terra também está atuando sobre o corpo por meio da força-peso. 
Nesse caso, qual é o trabalho realizado por este outro agente. A resposta a essas perguntas irá 
aparecendo na evolução do texto. Nosso ponto de partida será a definição 

O trabalho realizado por uma força constante F sobre uma partícula enquanto esta se 
desloca de uma quantidade d em linha reta é dado por 


W=F.d, (6.3) 


ou seja, pelo produto escalar dos vetores força F e deslocamento d. Resulta dessa definição 
que no cálculo do trabalho só interessa a componente do deslocamento na direção da força. 
No exemplo do corpo carregado na rampa, vê-se imediatamente que a força feita pelo carre- 
gador é F = -mg. Do contrário, a força resultante sobre o corpo, R = F + mg, seria não-nula 
e a velocidade deste não poderia ser constante. A componente do deslocamento na direção da 
força é igual a h. Portanto, 


A =mgh, (6.4) 
o que reproduz a Equação 6.2. Na Equação 6.4, o índice F indica que nos referimos ao 
trabalho feito pela força F, e h é a diferença de altura entre os pontos final e inicial da 


trajetória. Ao subir, h é positivo e, ao descer, h é negativo. 
O trabalho realizado pela força-peso P = mg é dado por 


W,=-mgh (6.5) 
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e, nesse caso, W, é positivo quando o corpo desce e negativo quando ele sobe. O trabalho 
total realizado sobre o corpo é 


W=W,+ W, = (mg - mg)h = 0, (6.6) 


o que resulta do fato de a força resultante sobre o corpo durante o deslocamento ser nula. 
Note-se que na definição do trabalho nos referimos a uma partícula e seu deslocamento. Tal 
definição se aplica também a um corpo se este for transladado sem, além disso, sofrer 
qualquer rotação. A situação mais geral será tratada no Capítulo 9 (Rotação de corpos rígidos 
/ Parte A). 


Figura 6.1 


Uma partícula descreve uma trajetória 
curva. Para se calcular o trabalho da 
força F sobre a partícula, sua trajetória 
pode ser aproximada por uma 
segiiência de pequenos deslocamentos 
retilíneos Ar, . 


Consideremos agora uma partícula percorrendo uma trajetória curvilínea sob a ação de 
uma força constante F. Neste caso, podemos aproximar a trajetória curva C da partícula por 
uma sequência de pequenos passos retilíneos Ar, como mostra a Figura 6.1. Em cada passo 
retilíneo a força realizará um trabalho 


AW=F-Ar,. (67) 


onde se vê que só contribui para AW, a componente do passo na direção da força. O trabalho 
total ao longo da trajetória pode ser assim aproximado pela soma dos trabalhos AW, realiza- 
dos nos passos sucessivos 


W=5F-4r,. (6.8) 


A Equação 6.8 se tornará exata se tomarmos o limite em que os passos tenham amplitude 
infinitesimal. Portanto, 


W=JF-dr=F-(jdr)=F-d. (69) 
c c 


As integrais que aparecem na Equação 6.9 são um tanto distintas das integrais convencio- 
nais familiares ao leitor. A letra C que aparece nos símbolos de integração indica que os 
deslocamentos infinitesimais dr durante a integração se dão sobre a trajetória da partícula, a 
curva C. Este tipo de operação denomina-se integral de caminho. Tais integrais aparecerão 
com freqüência no decorrer deste curso. A Equação 6.9 mostra que o trabalho realizado por 
uma força constante sobre uma partícula que se desloca de um valor d independe da trajetó- 
ria percorrida pela partícula. No exemplo do carregador citado na seção anterior, o trabalho 
por ele realizado será W = mgh se ele subir de uma altura h por uma rampa, uma escada, um 
tobogã ou seguindo qualquer outro trajeto. O mesmo ocorrerá com o trabalho realizado pela 
Terra sobre a partícula, o qual será sempre igual a — mgh. Consideremos agora um tipo muito 
importante de trajetória: o circuito fechado. Neste caso, o deslocamento da partícula será 


d=fdr=0. (6.10) 
c 
Nesta equação, o pequeno círculo no símbolo de integral diz que a trajetória C é um circuito 


fechado, ou seja, os pontos inicial e final da integração são coincidentes. Vê-se imediatamen- 
te que o trabalho realizado por uma força constante em um circuito fechado é sempre nulo. 
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ss. 


O trabalho de uma força 
variável F(x) atuando sobre uma 
partícula quando ela se desloca 
do ponto x, ao ponto x, é igual 
à área sombreada sob a curva 
que descreve F(x). 
pes 


Seção 6.3 Trabalho de uma força variável 


6.3.1 Movimento em uma dimensão 


Consideremos o caso particular em que tanto o movimento quanto a força tenham dire- 
ções constantes, digamos a direção i. Neste caso, podemos escrever 


Ar =iAx, F = iF. (611) 


Em cada deslocamento Ax, da partícula, poderemos considerar a força como aproximada- 
mente constante, igual a F, O trabalho realizado quando a partícula se desloca do ponto 
inicial x, ao ponto final x, é expresso aproximadamente por 


W =F EA. (6.12) 


Este trabalho é igual à área sombreada da Figura 6.2. No limite em que os deslocamentos Ax, 
tendem para zero, a área sombreada cobre exatamente a região sob a curva F(x), como 
mostra a Figura 6.3. Neste limite, o somatório visto na Equação 6.12 se transforma na 


integral 


W=[F() dr. (6.13) 


% 


Figura 6.2 


A partícula se desloca de x, até x, 
sob o efeito da força cujo valor 
varia com a posição x na forma 
F(x), como mostra a linha azul. O 
intervalo (x, x,) é dividido em 
pequenos intervalos Ax,, dentro de 
cada um dos quais a força é 
aproximada pelo valor F, O 
trabalho é então aproximadamente 
igual à área sombreada na figura. 


F(x) 


Figura 6.3 

O trabalho de uma força variável 
Fai F(x) atuando sobre uma partícula 
quando ela se desloca do ponto x, 
ao ponto x, é igual à área 
sombreada sob a curva que 
x % r descreve F(x). 


> Exemplo 6.1 Calcule o trabalho realizado pela força, descrita pela função 
F(x) = ax? + bx*, sobre uma partícula enquanto esta se desloca entre os 
pontos x, e x, 


Solução Pela Equação 6.13, podemos escrever 


x 
W = (ax? +bx*)dx= E 


x 


1 
n D+ gba! = nº). 
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6.3.2 Movimento em três dimensões 


Resta agora considerar o caso geral de uma força variável atuando sobre a partícula. A 
força pode ser variável por mais de uma razão. Seu módulo pode variar, sua direção pode 
variar, ou ambos podem variar ao mesmo tempo. Não faremos hipótese restritiva sobre o 
modo de variação da força. Novamente, iniciaremos a análise aproximando a trajetória da 
partícula por uma segiiência de deslocamentos retilíneos Ar, . Durante cada passo i, a força 
poderá ser aproximada por um vetor constante F, O trabalho será assim aproximado pela 
soma 


W= DE, 4r,. (6.14) 
i 


Note-se que o valor F, da força não pode mais ser posto em evidência na soma. A Equa- 
ção 6.14 deve ser lida como um algoritmo na forma: em cada passo Ar, da trajetória, consi- 
dere somente sua componente na direção da força naquele instante. Multiplique pela força 
e some as parcelas assim obtidas. O resultado será uma aproximação para o valor do traba- 
lho. No limite de passos infinitesimais, o resultado se tornará exato. O trabalho será então 
representado pela equação 


W=JF-dr. (6.15) 
c 


> Exemplo 6.2 Uma pequena pedra é girada em um círculo sob a ação de um 
fio que a prende a um ponto fixo. Calcule o trabalho realizado sobre a 
pedra em cada ciclo. 


Solução O trabalho é nulo porque a força que o fio exerce sobre a pedra 
tem direção radial e portanto é sempre perpendicular à direção de 
movimento da pedra. Na integral de caminho que exprime o trabalho, 
tem-se então que F - dr é sempre nulo. 


D Exemplo 6.3 Um automóvel freia e percorre uma distância d até parar. 
Supondo que a força de atrito — proveniente da frenagem — que o piso da 
estrada faz sobre o carro tenha módulo constante F, calcule o trabalho 
feito por aquela força durante a frenagem. 


Solução A força F é sempre oposta ao deslocamento do carro. Portanto, 
F-dr=-Fds, onde ds é o módulo de dr. Observe que ds é diferente 
de dr, o qual indica o incremento no módulo do vetor-posição r. O 
trabalho da força de atrito vale 


W=-[Fds=-Ffds=-Fd. (6.16 


> Exemplo 6.4 Considere uma nave de massa m que se move sob a ação de 

| seu sistema propulsor e da força F de gravitação da Terra. A nave se 
encontra inicialmente à distância r, do centro da Terra e se move para 
outro ponto à distância r,. Calcule o trabalho feito pela força da gravidade 
| sobre a nave. 
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Figura 6.4 
Uma nave, sob o efeito da 
Nave gravitação terrestre, vai do 
ponto inicial r, ao ponto 
Terra final r, pela trajetória C. 


Solução O problema parece, à primeira vista, ter formulação incompleta. 
Não foi informado o tipo de trajetória seguido pela nave, o que faz 
crer que o problema não tenha solução única. Tal impressão é 
incorreta. No decorrer da solução ficará claro que o trabalho 
independe da trajetória da nave. A Figura 6.4 mostra a nave indo do 
ponto r, para o ponto r, pela trajetória C. Conforme você já viu e 
estudará com mais detalhe no Capítulo 11 (Gravitação), a força da 
gravitação sobre ela obedece à lei 


E=-GMa E (6.17) 
r 


onde r é o vetor-posição da nave em um sistema de coordenadas com 
origem no centro da Terra, M é a massa da Terra e G é a constante de 
gravitação. O sinal menos na equação indica que a força aponta para a 
Terra, ou seja, tem sentido oposto ao de r. Evidentemente, o módulo r de 
r é a distância da nave ao centro da Terra. Porém, a diferencial dr do 
deslocamento não representa o quanto a nave se afasta da Terra naquele 
passo infinitésimo, exceto quando r e dr são paralelos. Existem dois mo- 
dos especiais de deslocamento da nave: radial e angular. O deslocamento 
radial é paralelo e o deslocamento angular é perpendicular ao vetor-posi- 
ção r. Conforme ilustrado na Figura 6.5, podemos cobrir o espaço em 
torno da Terra por uma malha composta de deslocamentos que são pura- 
mente radiais ou angulares. A trajetória C da partícula pode ser aproxima- 
da por uma linha seguindo a malha. Fazendo o tamanho dos passos tender 
para zero, no limite a linha representa exatamente a trajetória C. 


Figura 6.5 

Uma nave, sob a ação gravitacional da 
Terra, desloca-se do ponto inicial r, ao 
ponto final r, ao longo da trajetória C 
(traçada em azul). Tal trajetória pode ser 
aproximada por uma seqüência de 
deslocamentos alternadamente angulares 
e radiais, como mostra a linha sólida 
preta. Somente nos deslocamentos 
radiais há trabalho realizado pela força 
gravitacional da Terra. 


Nos deslocamentos angulares, r - dr = 0 . Portanto, no cálculo do traba- 
lho feito pela força da gravitação, podemos ignorar todos os desloca- 
mentos angulares e, uma vez que para os deslocamentos radiais r - dr = 
rdr, podemos escrever 


mg 


Força conservativa 
é aquela que realiza um trabalho 
nulo em qualquer circuito 
fechado. 

Se 
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r-dr (6.18) 


| =-GMm [E - um), 
| a 


Vê-se então que o trabalho depende somente das distâncias inicial e final 
entre a nave e a Terra. A trajetória da nave não é relevante no problema. 


órbita circular de raio R quando ele realiza meia volta e B) sobre um satélite 


p Qual é o trabalho feito pela gravidade da Terra A) sobre um satélite em 
em órbita elíptica quando ele realiza uma volta inteira? 


Seção 6.4 Energia potencial 


Vimos que o trabalho feito por uma força constante ou por uma força gravitacional sobre 
uma partícula, quando esta se desloca entre dois pontos, não depende da trajetória particular 
seguida pela partícula, mas somente dos pontos inicial e final. É claro que neste caso o 
trabalho feito em um circuito fechado qualquer é nulo, já que os pontos inicial e final da 
trajetória são coincidentes. Uma força que realiza um trabalho nulo em qualquer circuito 
fechado é denominada força conservativa. A força constante e a força gravitacional são 
exemplos de força conservativa. A força de atrito não é conservativa. De fato, o trabalho 
realizado por essa força depende da distância total percorrida pela partícula, a qual não é nula 
em um circuito fechado. 


Figura 6.6 
Duas trajetórias C, e C, 
possíveis para o deslocamento 
z de uma partícula entre os dois 
1 sz pontos extremos 1 e 2. 


Se o trabalho realizado por uma força sobre uma partícula deslocando-se entre dois 
dados pontos não depende da trajetória, o trabalho em um circuito fechado é nulo. A recípro- 
ca é verdadeira, ou seja, se o trabalho da força em qualquer circuito fechado é nulo, o 
trabalho realizado no deslocamento entre dois dados pontos 1 e 2, quaisquer que sejam, 
independe da trajetória. De fato, consideremos as duas trajetórias C, e C, ligando os pontos 
1 e 2, como visto na Figura 6.6. A soma dos trabalhos do ponto 1 ao ponto 2 pela trajetória 
C, e do ponto 2 ao ponto 1 pela trajetória C, é nula. Formalmente, isso se exprime pela 
equação 


2 1 
Jr-dr=— [F-dr. (6.19) 
1G, 2c, 


O segundo termo da equação é igual ao trabalho feito de 1 a 2 pela trajetória C,, pois trocar 
o sinal da integral é o mesmo que inverter os dois limites da integração. Portanto, o trabalho 
de 1 a 2 pela trajetória C, é igual ao trabalho de 1 a 2 pela trajetória C,: 

2 2 

JF-dr= fr-dr. (6.20) 

IC, IC, 
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== 


A energia potencial V(r) de uma 
partícula no ponto r, sujeita a 
uma força conservativa F, é o 
trabalho realizado por esta força 
quando a partícula se desloca do 
ponto r até o ponto de 
referência P. 
—a 


= 


Configuração de equilíbrio de 
um sistema é aquela na qual ele 
pode ficar em repouso quando 
livre de forças externas. 
Retirado de sua configuração de 
equilíbrio, ele pode apresentar 
forças internas, forçando-o para 
o equilíbrio, denominadas 
forças de restauração. 
dE 


Em alguns textos, a força é definida como conservativa quando o trabalho que ela realiza 
no deslocamento da partícula entre dois dados pontos, arbitrariamente definidos, independe 
da trajetória seguida pela partícula. Pelo que vimos, as duas definições são perfeitamente 
equivalentes. 


A invariância do trabalho com relação à trajetória permite definir-se uma função da posi- 
ção da partícula, conforme veremos a seguir. Consideremos uma força conservativa F e 
escolhamos um ponto arbitrário P como referência. Existe, neste caso, uma função unívoca 
dos pontos r do espaço associada a F, denominada energia potencial, definida por 


A energia potencial V(r) de uma partícula no ponto r, sujeita a uma força conservativa 
F, éo trabalho realizado por esta força quando a partícula se desloca do ponto r até o ponto 
de referência P. 

Observa-se que se escolhermos outro ponto P' como referência, a energia potencial em 
todos os pontos do espaço irá ser acrescida de um valor constante. Tal valor é igual ao 
trabalho realizado pela força F quando a partícula se desloca de P até P'. Portanto, a energia 
potencial é definida a menos de uma constante. Uma vez escolhido o ponto de referência, ou 
seja, o ponto de energia potencial nula, a energia potencial ficará univocamente definida em 
todos os pontos do espaço. 


b Exemplo 6.5 Calcule a energia potencial, em relação ao solo, de uma 
partícula de massa m na proximidade da superfície da Terra. 


Solução Em relação ao solo, no enunciado do problema, é um modo 
abreviado de dizer “tomando um ponto no solo como referência”. 
Consideremos um ponto à altura A do solo. O trabalho realizado pela 
gravidade quando a partícula se desloca daquele ponto até o solo é 
igual a mgh. Portanto, a energia potencial é V(h) = mgh. 


P Exemplo 6.6 Calcule a energia potencial de um corpo de massa m sujeito à 
ação da gravidade da Terra, em relação ao infinito. 


Solução Conforme dito no enunciado, o ponto de referência está a uma 
distância infinita da Terra. Portanto, 


$ 1 
VO) = Wen = -GMmf S; =-GMm-- (821) 


Vê-se que a energia potencial é negativa. Isso ocorre sempre que a força 
que gera o potencial faz um trabalho negativo no deslocamento da partí- 
cula até o ponto de referência. 


Exemplo 6.7 Calcule a energia potencial de uma mola em função de sua 
variação de comprimento. 


Solução Seja L = L, + x o comprimento da mola, onde L, é seu 
comprimento de equilíbrio, ou seja, quando livre de força externa. 
Configuração de equilíbrio de um sistema é aquela na qual ele pode 
ficar em repouso quando livre de forças externas. Retirado de sua 
configuração de equilíbrio, ele pode apresentar forças internas, 
forçando-o para o equilíbrio, denominadas forças de restauração. A 
força de restauração da mola é dada por: 


F=-a. (6.22) 


n 
Processo quase-estático 
é um processo tão lento que a 
cada momento o sistema pode 
ser considerado em equilibrio e 
com velocidade nula. 
per Vi 
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| Quando distendida, a mola exerce uma força negativa (para a esquer- 
| da) e, quando comprimida, a sua força é positiva (para a direita) como 
| ilustrado na Figura 6.7. A energia potencial, em relação à posição de 
| equilíbrio, no ponto de coordenada x será 

| o o x 

| Va) = | F@)dr = [-kede= f kx'dx'. (623) 
| x x 0 

| 
| 


Calculando a integral, obtemos 


ha 
V(x) =>kx*. (624 
œ) z ) 


i Deve-se notar que o valor da energia potencial é positivo tanto para a 
| z E E 
| mola distendida quanto para a mola comprimida. 


Figura 6.7 

A força exercida por uma mola 
sempre se opõe à sua distensão ou 
compressão. Portanto, a força 
tende a restaurar a configuração de 
equilíbrio da mola. Forças desse 
tipo, muito comuns na Natureza, 
são denominadas forças de 
restauração. 


A energia potencial significa potencial para realizar um certo trabalho, conforme tornare- 
mos explícito. Retomemos o exemplo do corpo elevado à altura h em relação ao solo. Você, 
ou um outro corpo qualquer, pode fazer o corpo retornar ao solo sem alteração na velocida- 
de, se aplicar sobre ele uma força F' igual a —F, onde F = mg é o peso do corpo. Pode lhe 
intrigar o fato de que o corpo não irá descer se as forças tiverem exatamente o mesmo 
módulo F. Imagine, neste caso, que F ' seja menor do que F por um valor infinitesimal. O 
corpo irá então descer de forma muito lenta até o solo. Um processo dessa natureza é 
denominado processo quase-estático. Durante a descida, você irá efetuar um trabalho igual a 
—mgh sobre o corpo. Pela terceira lei de Newton, o corpo irá realizar um trabalho mgh sobre 
você. Generalizando o argumento, se um corpo sujeito a uma força conservativa tiver uma 
energia potencial V(r) em relação ao ponto de referência P, é possível fazê-lo retornar de r ao 
ponto P num processo quase-estático no qual ele realiza um trabalho igual a V(r). Portanto, 
energia potencial é uma espécie de trabalho disponível. Você eleva um corpo até a altura h e 
neste processo realiza um trabalho mgh. Tal trabalho fica “armazenado” enquanto o corpo 
não descer. Você fica com aquele trabalho “em haver” e pode obtê-lo de volta quando lhe 
aprouver. 


Seção 6.5 Energia cinética 


Em uma situação como a do Exemplo 6.5 pode ocorrer um acidente, uma corda se 
romper, digamos, e o corpo entrar em processo de queda livre. Se o corpo chegar a se 
chocar com o solo, o seu investimento no trabalho para elevá-lo terá se perdido na forma de 
calor gerado na colisão. Entretanto, imediatamente antes da colisão você está de posse de um 
corpo com uma certa velocidade. Deve-se observar que um corpo em movimento também 
tem capacidade de realizar trabalho no processo de frenagem: algum agente terá que atuar 
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Lg 
Energia cinética 
é aquela que um corpo tem em 


decorrência do seu movimento. 
ds 


= 


Energia mecânica 
de uma partícula é a soma de 
suas energias potencial e 
cinética 
E 


sobre o corpo para freá-lo e durante a frenagem ele estará empurrando o referido agente. 
Nossa próxima meta será estabelecer a relação entre movimento e energia, ou seja, capacida- 
de de realizar trabalho. 

Conforme vimos no Capítulo 5 (Leis fundamentais da mecânica), Seção 5.5, para o 
corpo em queda livre a velocidade antes do impacto com o solo será v=-—2gh. Isso 
permite uma relação com a energia potencial antes disponível da forma 


1 
tv? =mgh, (6.25) 


i > de 1 F 
Tal relação sugere que um corpo em movimento tenha uma energia igual a z” - Para veri- 


verificar essa hipótese, consideremos um corpo com velocidade inicial v na direção x. Supo- 
nhamos que o corpo seja freado pela ação de uma força F(x), também na direção x. Durante 
a frenagem a força realizará sobre o corpo um trabalho dado por 


2 2 
(6.26) 


onde foi aplicada a segunda lei de Newton F = mdvidx . Uma vez que v, = ve v,= 0, 
W=-+mv?. O valor negativo obtido para o trabalho provém do fato de que o deslocamen- 
2 


to do corpo durante a frenagem é oposto à força que atua sobre ele. Por outro lado, porém, 
o corpo realiza sobre o agente que o freia um trabalho igual ao dado anteriormente, mas de 
sinal contrário. Portanto, um corpo em movimento tem realmente uma energia igual a tmv? 
denominada energia cinética. A energia cinética de um corpo, designada pelo símbolo Ké é 
a energia associada ao seu movimento. 


À medida que o corpo evolui em sua queda livre, sua energia potencial vai diminuindo 
enquanto aumenta sua energia cinética. Consideremos as relações v=-gt e x = h— 8t/2, que 
decorrem imediatamente dos resultados obtidos na Seção 5.5 (Capítulo 5 — Leis fundamen- 
tais da mecânica). Destas relações, obtemos 


jas PES (6.27) 
28 
mgh = mgx(t)+ Inkor. (6.28) 


Esta equação pode ser reescrita na forma 
mgh = V(t) + Kd), (6.29) 


ou seja, a soma das energias potencial e cinética permanece constante e igual a mgh durante 
a queda. Essa soma é denominada energia mecânica. A evolução temporal de V(t) e K(t) 
pode ser vista na Figura 6.8. 


mgh 
Figura 6.8 

Variação no tempo das energias 
potencial V(r) e cinética K(f) de um 
corpo de massa m caindo de uma altura 
h, partindo do repouso. Inicialmente, 
toda a energia do corpo está na forma 
potencial e vai sendo convertida 
continuamente em energia cinética. No 
fim da queda, toda a energia está na 
forma cinética. A grandeza V(t) + K(t) 
permanece constante durante a queda. 
Essa grandeza é denominada energia 
mecânica. 


Energia 


Unidade de trabalho e 


energianoSI 


= q— 


Quando uma partícula se 
movimenta sob o efeito de uma 
força conservativa — força que 
não envolva atrito —, a soma das 
suas energias cinética e potencial 
permanece constante. Isso 
decorre de um princípio geral 
denominado 
conservação da energia 
mecânica. 


he 
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No SI, a unidade de trabalho e de energia é o joule, símbolo J. O joule é o trabalho 
realizado por uma força constante de um newton quando desloca um corpo numa distância 
de um metro na sua direção e sentido. Portanto, 


1J=IN-m 


Seção 6.6 Conservação da energia mecânica 


As considerações feitas no parágrafo anterior podem ser estendidas para um contexto 
muito geral. Consideremos uma partícula de massa m se movendo do ponto 1 ao ponto 2 sob 
a ação da força conservativa F. A variação da energia potencial da partícula será 

P Lá 2 
h-W=[F-dr-[F-de=-[F-dr. (6.30) 
2 1 1 


Vê-se portanto que a diferença da energia potencial entre os pontos 1 e 2 é igual ao trabalho 
realizado pela força F quando a partícula se desloca do ponto 2 ao ponto 1. 


Aplicando a ia lei de Newton na altina integral da Equação 6.30, tem-se 
dr 
V-V =- mË dr = [may £ =-|mv-dv=-|—d(v-v) 
soneca jm | jz 
1 zakl A 
=- IA - (6.31) 


Reorganizando os termos da Equação 6.31, temos 


Wil mv. (6.32) 
2 

Nota-se que a soma das energias potencial e cinética é a mesma antes e depois do deslo- 
camento. Portanto, a soma da energia potencial com a energia cinética se mantém constante 
se a força atuante sobre o corpo for conservativa. Esta invariância é denominada lei de 
conservação da energia mecânica. A referida invariância é por sua vez um caso particular 
de uma lei mais geral, a lei de conservação da energia. Esta última é talvez a mais importante 
lei da Natureza. A energia mecânica se conserva em todas as situações em que as forças 
envolvidas sejam conservativas. Tudo isso fica parecendo tão sem objetividade quanto dizer 
“se conserva sempre que se conserva” se não dispusermos de um modo independente de 
dizer que tipo de força é conservativa. O fato, entretanto, é que dispomos: somente as forças 
que de alguma forma envolvam atrito são não-conservativas. Sempre que forças de atrito 
atuam sobre um sistema, a sua energia mecânica tende a diminuir. Por essa razão as forças 
de atrito são também denominadas forças dissipativas. 


1 2 
V, +—mv. 
aira 


Quando forças dissipativas atuam em um sistema, surge também aquecimento de partes 
dele. O aquecimento, por sua vez, está associado a outra forma de energia, o calor. O estudo 
de processos e fenômenos associados ao calor pertence a uma importante área da física 
denominada termodinâmica, que será estudada na Parte 2 (Sistemas complexos e outras 
fronteiras), Volume 4 desta obra. Até lá, apesar de eventualmente lidarmos com forças 
dissipativas, não seremos capazes de entender os mais interessantes fenômenos associados 
a estas forças. 

Consideremos agora uma partícula sujeita a forças de natureza qualquer, conservativas 
ou dissipativas, e seja F a resultante destas forças. Podemos escrever 

2 2 
dy 1 2 1 2 
Wo» = |F -dr =|m— -dr =—mv, mv. 6.33 
152 f il de ge E (6.33) 
Por esta equação, o trabalho total realizado sobre a partícula é sempre igual à variação da sua 
energia cinética, independentemente da natureza conservativa ou dissipativa das forças atu- 
antes. 
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> Exemplo 6.8 Um carro, cuja massa vale 1 200 kg, viaja inicialmente a 30 
| m/s, quando o motorista freia fortemente. A força de atrito dos pneus 

com o piso vale 7 200 N. Calcule o deslocamento d do carro durante a 
| freada. 


Solução A força de atrito F, realiza um trabalho —F d durante a freada. 
Pela Equação 6.33, podemos escrever 
1 


2 1 2 
tio iid -3o 


Como v = 0, obtemos 


| Note-se que d varia com o quadrado de v, Por exemplo, se v, fosse 
40 m/s o carro percorreria 133 m até parar. Portanto, cuidado com as 
implicações deste fato não intuitivo! Deve-se também observar que o 
atrito do carro com o ar gera outra força, ignorada no cálculo, que reduz 
o percurso deslocado na frenagem. 


é Seção 6.7 Aplicações da lei de conservação 
da energia mecânica 


Existem na Natureza várias leis de conservação semelhantes à lei de conservação da 
energia. Tais leis são muito úteis na análise de processos físicos já que, não importa o que 
ocorra no meio do processo, a grandeza conservada será a mesma antes e depois do mesmo. 
Em alguns casos, isto é o suficiente para a solução do problema de nosso interesse. Daremos 
a seguir alguns exemplos de aplicação da lei de conservação da energia mecânica na solução 
de problemas. 


Figura 6.9 

Bloco imediatamente antes de 
colidir com uma mola em 
estado inicial de equilíbrio. 


Exemplo 6.9 Um bloco de massa igual a 2,0 kg, movendo-se inicialmente à 
f velocidade v, = 4,0 m/s, é freado por uma mola cuja constante elástica 
vale 800 N/m. Calcule: A) a compressão máxima x, da mola; B) a 
velocidade do bloco quando a compressão da mola é x, /2 (ver Figura 6.9). 


| Solução No início, toda a energia do sistema bloco-mola está na forma 
| cinética. Tal energia vale 
Estela R E ist: 
| 2 2 m s 
A) Quando a compressão é máxima, a energia cinética do sistema é nula 
e toda a sua energia é potencial. Neste instante tem-se 


en 2 =E=imvi? (6.34) 


x= (Ev, [ENE E «402-020 m. 
800 m N 


Potência realizada 


A potência realizada sobre 
uma partícula é igual à taxa 
temporal de variação da sua 
energia cinética, como 
expresso pela Equação 6.38. 


Capitulo 6 / Trabalho e energia 


B) Quando x = x,/2 a energia é parcialmente cinética e parcialmente 
potencial. Uma parte da energia cinética se deve ao movimento da 
mola. Entretanto, o enunciado não contém informação obrea a massa 
da mola e portanto não sabemos lidar com esta parcela . 
Suporemos que a mola tenha massa desprezível e ignon: 
energia cinética. Neste caso 
2 

1 L3 1 2 

>mv?+-k = =-mv,; 

2 Ager CR 
Considerando a Equação 6.34, obtemos 


> Exemplo 6.10 Um trenzinho de montanha-russa passa no ponto de máxima 
altura k com a velocidade v,. Qual é a sua velocidade quando descer para 
a altura h/2? 


Solução Sobre o trenzinho atuam a força da gravidade e a força do trilho. 
Esta tem uma componente normal N e uma componente tangencial, 
que é a força de atrito cinético. Esta última é dissipativa. aplicar a 
lei de conservação da energia mecânica teremos que desprezá-ia. A 
força normal é sempre perpendicular à trajetória do trenzinho, e nesse 
caso não faz trabalho sobre ele. Portanto, a energia do sistema não é 
afetada pela força N. Tem-se então 


1 1 h 
Ie +mgh= mv? +mgs 


Seção 6.8 Potência 


A potência realizada por uma força é dada pela definição 


a. (6.35) 

dt 

Substituindo na Equação 6.35 a expressão para dW, obtemos 

pode pE py (6.36) 
dt dt 

Supondo-se que a força esteja atuando sobre uma partícula de massa m, obtemos 

Pamir manva dm?) (6.37) 

2 dt dt 2 
p=. (6.38) 


N 
É 
ł 
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Seção 6.9 Cálculo da força a partir do potencial 


Já sabemos como calcular a energia potencial a partir do conhecimento da força atuando 
sobre uma partícula. Será agora abordado o problema inverso de calcular a força a partir do 
conhecimento do potencial V. Consideremos inicialmente uma partícula que se move em uma 
única direção x. Sua energia potencial é uma função da posição V(x), dada pela integral 


Va) =-f F(x de, (6.39) 


onde x é o ponto de referência utilizado para o cálculo de V. Derivando a Equação 6.39 em 
relação a x, obtém-se 


dv 
F()==. (6.40) 
(x) T 


Vê-se que a força é a derivada do potencial em relação à posição, com sinal trocado. O ponto 
de referência não afeta o valor da força calculada. Isso é uma conseqüência natural do fato de 
que a escolha de outro ponto de referência irá simplesmente adicionar uma constante à 
função V(x), e portanto não afetará suas derivadas. 


No caso geral de movimento em três dimensões, o potencial é dado por 


vo=-re dr. (6.41) 
A aferencial da função V(r) = V(x, y, 2) é, neste caso, 
dV =-F - dr = -F dx - F dy - Fdz. (6.42) 
Portanto 
TEE L EA (6.43) 
£ ôx A ôy s ðz 


» Exemple 6.1! Um átomo dentro de um cristal está sujeito a um potencial da 
forma 


| VmO= La +by? +c7?), (6.44) 


onde a, b e c são constantes características do cristal, e x, y, Z são as 
| componentes do deslocamento do átomo em relação à sua posição de equi- 
líbrio. Calcule a força atuante sobre o átomo. 


Solução Aplicando a Equação 6.43, obtém-se 
F=-aú -byj —czk. (6.45) 


Vê-se que as forças atuantes sobre o átomo equivalem ao cfeito Je mo- 
las com constantes elásticas iguais a a, b e c, respectivamente, nas dire- 
ções x,y e z. A Figura 6.10 representa o átomo sobre o efeito das molas, 
em duas dimensões. Como na figura aparecem duas molas para cada 
direção, as molas têm constantes elásticas iguais à metade dos valores 
indicados na Equação 6.45. A Figura 6.10 representa um modelo das 
forças internas de um cristal. Modelos como este são muito úteis e fre- 
qüentemente utilizados na física. 
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Figura 6.10 

Modelo esquemático das ligações 
entre os átomos em um cristal. As 
ligações entre átomos vizinhos são 
representadas por molas. Este 
modelo, apesar de enormemente 
simplificado, é capaz de explicar 
muitas das propriedades elásticas 
dos cristais. 


Seção 6.10 Forças conservativas em uma dimensão 


Consideremos uma partícula realizando movimento em uma única dimensão, digamos a 
do eixo dos x. Pode-se demonstrar que se a força for função da posição, F = F(x), ela será 
conservativa. Com efeito, consideremos um trajeto em circuito fechado da partícula em que 
ela sai do ponto x, vai até o ponto x, e retorna então a x,. O trabalho realizado sobre a 
partícula será 


x x 
W= | F@)dx+ | F(x)dx 
E x (6.46) 


= Foa- [Foa =0. 


x x, 


Portanto, pela definição dada na Seção 6.5, a força é conservativa. Na verdade, ao analisar a 
energia potencial de uma mola naquela seção, já havíamos admitido sem prova que a força de 
uma mola tensionada é conservativa. 


Figura 6.11 

Movimento unidimensional de uma 
partícula sujeita a uma força 
conservativa descrita pela energia 
potencial V(x). Sendo E a energia 
mecânica da partícula, seu 
movimento ficará restrito ao 
intervalo x, < x < x. Os pontos x,e 
x, São denominados pontos de 
retorno da partícula. Para o caso em 
que a energia mecânica da partícula 
seja arbitrária, ela poderá ficar em 
equilíbrio nos pontos x,, x, x, € x, 
Entretanto, nos pontos x, € x, o 
equilíbrio será instável. 


O movimento unidimensional de uma partícula sob força conservativa apresenta alguns 
aspectos de caráter geral que merecem ser analisados. A Figura 6.11 mostra a variação do 
potencial V(x) de uma partícula em um dado intervalo de coordenadas. Nota-se de imediato 
que, nos pontos x,, x,, x, € x, a derivada da função V(x) é nula e portanto naqueles pontos é 
nula a força sobre a partícula. Tais pontos são por isso denominados posições de equilíbrio, 
ou pontos de equilíbrio da partícula. Em uma posição de equilíbrio, a partícula pode perma- 
necer em repouso. Entretanto, nota-se uma importante distinção entre os pontos x ex, eos 
pontos x, e x. Nos dois primeiros pontos, se a partícula sofrer um pequeno deslocamento, 
por menor que seja, irá se afastar dali com aceleração crescente. Aquelas posições são então 
denominadas pontos de equilíbrio instável. Contrastando com isso, se a partícula sofrer um 
pequeno deslocamento de um dos pontos x, ou x, ficará sujeita a uma força de restauração 
para o ponto de equilíbrio. Tal força aumenta com o valor do deslocamento da partícula em 
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Gradiente da função & 


relação ao ponto de equilíbrio. Aquelas posições são então denominadas pontos de equilíbrio 
estável. Quando próxima de um ponto de equilíbrio estável, a partícula apresenta um com- 
portamento oscilatório. 

Suponhamos que a partícula sujeita ao potencial da Figura 6.11 tenha energia mecânica E. 
Sendo assim, sua energia cinética irá variar com a posição na forma K(x) = E — V(x). Nesse 
caso, se no instante inicial a partícula estava no intervalo, x, S x S< xX, seu movimento ficará 
restrito àquele domínio. Com efeito, imaginemos a partícula indo para a direita. No ponto 
x, sua energia cinética e sua velocidade serão nulas, e se a partícula ultrapassasse aquele 
ponto sua energia cinética seria negativa, e portanto sua velocidade seria a raiz quadrada de 
um número negativo. Analisando de outra forma, no ponto x, a partícula tem velocidade nula, 
e uma vez que dV/dx é positivo naquele ponto, a partícula fica sujeita a uma força negativa 
(apontando para a esquerda). Nesse caso, a partícula inverte o sentido de sua velocidade. 
Argumento análogo se aplica quando a partícula, vindo para a esquerda, atinge o ponto x,. Os 
pontos x, e x, são denominados pontos de retorno da partícula. 


Seção 6.11 Gradiente de uma função 


Consideremos uma função escalar P(r) da posição r no espaço. O termo função escalar 
indica que o valor da função é um escalar. O potencial V(r) é um exemplo de função escalar. 
A diferencial da função pode ser escrita na forma 


do Dir Dar (6.47) 
x 


o Oz 
Esta equação pode ser escrita em outra forma se definirmos o gradiente de ® como um vetor 
dado por 


3% 


(6.48) O 
~ 


Ó 


o ð 
Lembrando que a diferencial do vetor-deslocamento é dr = idx + jdy + kdz , das Equações Q 
6.47 e 6.48 obtemos IR 


la 

d= Vð . dr. (6.49) R 
No caso particular em que ®(r) = V(r), escrevemos 

dV =VV. dr. (6.50) 
Comparando as Equações 6.42 e 6.50, vê-se imediatamente que 

F=-VV, (6.51) 


ou seja, a força é menos o gradiente do potencial. 


Examinando a Equação 6.49, vemos que, se considerarmos deslocamentos dr em dire- 
ções diversas, o incremento máximo do na função ® é obtido quando dr é paralelo a Vo. 
Concluímos, portanto, que a direção de Vo é aquela em que a função O varia mais rapida- 
mente. No caso particular da função energia potencial, podemos dizer que a força sobre a 
partícula sempre aponta para a direção em que a função V(r) tem a variação mais rápida. 
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Capitulo 6 / Trabalho e energia 


Exercicios e problemas 


6.1E Calcule a variação da energia potencial de uma pessoa 
de 70 kg ao subir uma montanha de 1,0 km de altura. Compare o 
resultado com a energia (E = 1,3 x 10º J) absorvida pelo 
organismo ao digerir um hambúrguer. 


6.2E Uma criança com 20 kg de massa desliza sem atrito em 
um tobogã, descendo uma altura de 3,0 m. Calcule: A) o trabalho 
realizado pelo tobogã sobre a criança; B) o trabalho realizado 
pela gravidade sobre a criança; C) a velocidade final da criança. 


6.3E Calcule a variação da energia potencial de um satélite, 
com 500 kg de massa, ao ser elevado do solo terrestre até a 
altitude de 600 km. 


6.4P Uma partícula sob o efeito da gravidade cai da altura h, 
partindo do repouso no instante t = 0. Tomando o solo como 
referência para medidas da energia potencial, em que instante as 
energias cinética e potencial da partícula têm o mesmo valor? 

6.5E Um elevador, com sua carga, tem massa de 700 kg. Calcule 
a potência realizada pelos cabos sobre o elevador quando ele 
sobe à velocidade de 3,0 m/s. 


6.6E Um rio, com um fluxo de 1 000 m/s, tem uma cachoeira 
com uma queda de 80 m. Se esta queda fosse utilizada para 
operar uma usina hidroelétrica, qual seria a potência máxima 
gerada pela usina? Ignore atrito e a energia cinética da água 
antes e após a queda. 

6.7P A água utilizada em um sistema de irrigação é retirada 
de um reservatório situado 50 m abaixo do nível da lavoura. A 
bomba utilizada gasta energia para vencer a gravidade e as forças 
de atrito envolvidas no fluxo da água. Sabendo-se que são 
gastos 6,0 x 10º m'/dia de água (o necessário para irrigar 1,0 km?), 
calcule: A) a energia diária gasta para vencer a gravidade; B) a 
potência despendida para este fim. 

6.8P Um automóvel sobe à velocidade de 80 km/h uma ladeira 
com inclinação de 10%, ou seja, para cada 100 m deslocados o 
carro sobe 10 m. Sendo 1 500 kg a massa do automóvel, calcule 
o aumento de potência despendida, comparada à potência 
despendida para trajeto na horizontal. 

6.9P A esfera do demolidor de edificações da Figura 6.12 
tem massa M = 800 kg, e o cabo que a balança tem comprimento 
!=10 m. A esfera parte do repouso quando o cabo faz um ângulo 
de 30º com a vertical. Qual é a energia cinética da esfera quando 
o cabo fica na vertical? Ignore o raio da esfera. 


Figura 6.12 
(Problema 6.9). 


6.10P Os elásticos de um estilingue se alongam mediante 
uma tensão segundo a lei AL = 502 T , onde T é a tensão em 


cada elástico. Uma criança alonga seu estilingue de um valor AL = 
25 cm para atirar uma pedra cuja massa é 4,0 g. Qual é a velocidade 
de lançamento da pedra? Despreze a massa das borrachas. 
6.11P A constante elástica da mola de uma espingarda de 
mola é k = 1,0 N/cm. Qual deve ser o comprimento de compressão 
da mola para que ela seja capaz de atirar projéteis de massa igual 
a 0,50 g com velocidade de 50 m/s? Despreze a massa da mola. 


6.12P O bate-estaca é um aparelho que utiliza percussão 
para fazer perfuração no solo. Um corte no aparelho, ilustrando 
sua operação, é visto na Figura 6.13. Um soquete maciço de 
forma cilíndrica move-se guiado por um tubo que o envolve. Um 
guindaste não mostrado na figura levanta o soquete e o solta de 
uma altura h em relação ao fundo do buraco. Na colisão com o 
solo, o soquete aprofunda o buraco. Em um dado caso, o soquete 
tem diâmetro de 30 cm, massa de 2 000 kg e cai da altura de 4,0 m. 
A resistência do solo é de 1,2 x 107 N/mº, ou seja, sob pressões 
acima desta o solo cede. Calcule o afundamento do soquete em 
cada percussão. 


| 


Figura 6.13 
(Problema 6.12). 


6.13P O balanço visto na Figura 6.14 está equilibrado, ou 
seja, pode ficar estacionário em qualquer inclinação. Portanto, o 
balanço pode ser levado para a posição horizontal por uma força 
infinitesimal, cujo trabalho é também infinitesimal. Isto significa 
que a energia potencial do balanço não se altera quando ele é 
posto na horizontal. Supondo-se que a tábua tenha massa 
desprezível, conclui-se então que o aumento de energia potencial 
do corpo de massa M quando sobe a altura H é igual à diminuição 
da energia potencial do corpo de massa m quando ele desce a 
altura h. Use isso para calcular a relação entre M, m, L e |. 


m 


Figura 6.14 
(Problema 6.13). 
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6.14P A força atrativa entre dois núcleons (prótons ou 
nêutrons) é descrita com boa aproximação pelo potencial de 
Yukawa 


V(r)= 


r 
Ea 
E 


e Ps 


onde V, = 8,0x102 J, r, = 1,5x10" m e ré a distância entre as 
partículas. Para simplificar, considere as partículas se movendo 
sobre o eixo dos x, de forma que r =x . A) Calcule a força entre as 
duas partículas em função da sua separação x. B) Faça gráficos 
das funções V(x) e F(x). 

6.15P A interação entre dois átomos idênticos para formar 
uma molécula diatômica pode ser descrita com boa aproximação 
pelo potencial de Lennard-Jones 


roel] EJ} 


onde x é a distância entre os núcleos dos dois átomos. Por 
simplicidade consideramos os dois átomos situados sobre o 
eixo dos x. A) Determine a distância de equilíbrio x, entre os dois 
átomos na molécula. B) Determine a energia de dissociação da 
molécula, isto é, a diferença de energia potencial entre as 
coordenadas x=% e x =x. C) Faça um gráfico do potencial, 
usando os dados referentes à molécula de O; D = 8,196x10 J, 
a=1,207x10m. 

6.16E Uma partícula cuja massa vale 1,0 kg move-se ao longo 
do eixo x sob o efeito de uma força que varia com a posição na 
forma F = 5,0N/m - x- 3,0N/m° - x°. A) Calcule a energia potencial 
V(x) da partícula, tomando como referência o ponto x = 0, isto é, 
V(0) = 0. Faça um gráfico de V(x). 

6.17E A partícula referente a0 Exercício 6.16 tem velocidade 
v= 5,0 m/s quando se encontra na posição x = -2,0 m. A) Qual é 
a velocidade máxima atingida pela partícula? B) Quais são os 
pontos de retorno da partícula? 

6.18E A Figura 6.15 mostra a energia potencial de uma 
partícula, que no SI de unidades é expressa por V(x) = 1,5x — 2x 
—0,2x0 + 0,5x* . A) Faça um gráfico da força F(x). B) Identifique os 
pontos de equilíbrio da partícula. C) Quais são os movimentos 
possíveis da partícula, se sua energia é E = 0? D) Indique no 
gráfico os pontos de retorno da partícula quando sua energia é 
E=-2]. 


V(x) (joule) 


Figura 6.15 
(Exercício 6.18). 


6.19P* Uma pequena pastilha partindo do repouso do topo 
de uma esfera desliza sem atrito sobre a mesma (Figura 6.16). A) 
Identifique as forças que atuam sobre a pastilha enquanto ela 
mantém contato com a esfera. B) Determine a variação da 
velocidade da partícula com o ângulo 6, antes de a partícula 
perder contato com a esfera. C) Calcule o valor 8,, no qual a 
pastilha perde contato com a esfera. Sugestão; determine o ponto 
em que a trajetória da partícula ainda é circular mas a força entre 
a pastilha e a esfera é nula. 


Figura 6.16 
(Problema 6.19), 


6.20P A esfera vista na Figura 6.17 está suspensa por um 
elástico de massa nula e constante elástica k. A esfera é solta do 
repouso quando o elástico está com seu comprimento de 
equilíbrio (sem tensão) L, A) Descreva o movimento do sistema. 
B) Quais são os pontos de retorno da oscilação? 


Figura 6.17 
(Problema 6.20). 


Sr” 


6.21P* Refaça o Problema 6.18 supondo que o elástico tenha 
uma massa m. 
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Seção 7.1 Introdução 


Até o momento consideramos o movimento de uma partícula única submetida a uma 
determinada força. Em alguns casos tratamos também do movimento de objetos extensos 
como uma nave ou uma pedra. Entretanto, sempre consideramos que a disposição do corpo 
no espaço pudesse ser completamente descrita por um vetor-posição r. É claro que necessi- 
tamos de esquemas de abordagem capazes de contemplar situações mais gerais que esta. Um 
corpo pode girar enquanto seu centro se move. Ou o movimento pode envolver mudanças na 
própria forma do corpo, como ocorre com uma nuvem cruzando o céu. Este capítulo aborda 
essas situações mais gerais. É conveniente observar-se inicialmente que a posição de um 
corpo cuja forma não se altera fica perfeitamente definida, uma vez dados o vetor-posição de 
um ponto preestabelecido do corpo e a orientação deste no espaço. Corpos cuja forma não se 
altera são denominados corpos rígidos. O movimento dos corpos rígidos será estudado em 
detalhe nos Capítulos 9 (Rotação de corpos rígidos / Parte A) e 10 (Rotação de corpos 
rígidos / Parte B). No presente capítulo, não faremos hipóteses restritivas sobre a forma do 
corpo. Nesse caso, teremos que dividir o corpo em partes minúsculas e descrever o movi- 
mento das partes. Na linguagem mais frequente, o corpo não é mais denominado corpo e sim 
sistema. Sistema é de fato um termo amplamente utilizado na física e pode designar qualquer 
conjunto de entidades físicas que tenhamos distinguido para análise. Um sistema pode ser 
constituído pelo Sol, seus planetas e demais objetos (sistema solar), por um par de bolas de 
sinuca que se chocam ou, simplesmente, por uma pedra que se move sob o efeito da gravi- 
dade terrestre. 


A descrição feita anteriormente para o movimento de partículas pode ser estendida para o 
caso de sistemas, se visualizarmos estes como um conjunto de partículas. É o que faremos. 
Este capítulo poderia então ser denominado movimento de sistemas de partículas. Entretanto, 
o estudo do movimento de sistemas de partículas irá revelar uma lei física muito importante, 
a conservação do momento, o que originou o título do capítulo. 


Seção 7.2 Centro de massa 


Consideremos o sistema constituído de N partículas į, i = 1, 2,3... N, cujas respectivas 
massas são m,. O centro de massa do sistema é o ponto definido pelo vetor-posição T„„ dado 


o (7.1) 


é a massa total do sistema. Em coordenadas cartesianas, podemos escrever 


(7.24) 


(7.2B) 


(7.2C) 


O significado destas equações pode ser visualizado com exemplos simples. 
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Exemplo 7.1 Um sistema é constituído de duas partículas, uma de massa m 
na posição (0,0,0) e outra de massa 2m na posição (L,0,0), como mostra 
a Figura 7.1. Determine a posição do centro de massa. 


Figura 7.1 

Configuração de duas partículas e 

posição do centro de massa do 
m 2m sistema. Observe-se que o centro 
de massa é mais próximo da 
partícula de maior massa. 


| 
| 
| 
| 
| 


o 

g 
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al 


| Solução Pela Equação 7.24, obtém-se 


f => (mx0+2mx1)=ŻL. 


Pelas Equações 7.2B e 7.2C, obtêm-se imediatamente y,„ = 0, z, „ = 0. 
Vê-se, portanto, que o centro de massa se situa sobre o seguimento de 
reta que une as duas partículas e é mais próximo da partícula de 
massa maior. A distância de cada partícula até o centro de massa é 
inversamente proporcional à massa da partícula. 


b Exemplo 7.2 Calcule o centro de massa de um sistema de quatro partículas 
iguais dispostas nos vértices de um quadrado de lado L. 


2| 
m m 
L 
Figura 7.2 
a Posição do centro de massa 
de um sistema de quatro 
partículas. Observe-se que o 
“al m centro de massa se situa no 
0 L x centro geométrico do sistema. 


Solução Seja (x, y) o plano contendo o sistema de partículas. Adotando 
um sistema de coordenadas com os eixos paralelos aos lados do 
quadrado e origem no seu vértice esquerdo inferior, como mostra a 
Figura 7.2, temos 


1 LE 
=-—(0+0+mL+mL)=— 
AA = Ge 
Ja örme rm: 
4m 2 


Vê-se, portanto, que o centro de massa coincide com o centro geomé- 
trico do quadrado. 


Se o sistema sob análise for um corpo extenso, é mais conveniente tratá-lo como um 
contínuo. Neste caso, a Equação 7.1 assume a forma 


En A frpav, (34) 


M=Jrdm= frpav, (7.3B) 


onde p é a densidade de massa (massa por unidade de volume) do corpo no ponto r e dV é 
um elemento de volume. 
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peExemplo 7.3 Uma barra com seção ortogonal de área uniforme A e compri- 


mento L é feita de modo que a densidade p(x) ao longo da mesma varia 
linearmente do valor p, na extremidade esquerda ao valor p, na extremida- 
de direita. Determine a posição do seu centro de massa. 


Solução A expressão algébrica para a densidade da barra é 
ž 

pO)=pi+(p; =P 
O elemento de volume dV na integração será dV = Adx. Obtém-se portanto 

Ł 2 3 3 

x L E E 

Mk = flo +(pa «poa ade =PAS ta PA 04 
onde 


L 2 2 
É D + 
M «If +(p, -poafadr= patt pa E -pa = aLPi+P, 
H L 2L 


2L 2 
(7.5) 
Combinando as Equações 7.4 e 7.5, obtemos 
=- Pı+2p L 
CT Xp +p) 


P Exemplo 7.4 Determine o centro de massa de um cone homogêneo de base 
circular. 


PA 


— R =h 
\aslg/ 


Figura 7.3 


Cone de base circular. A 
pastilha de espessura dy, 
sombreada na figura, éo 
elemento de volume utilizado 
o no cálculo do centro de massa. 


Solução Sendo homogêneo, o cone tem densidade uniforme. Como tal 
densidade aparecerá no numerador e denominador da Equação 7.34, ficará 
ausente na resposta. Podemos, portanto, fazer p = 1 sem alterar o resultado 
dos cálculos. Para simplificar os cálculos, consideraremos o cone com a 
base para cima como mostra a Figura 7.3. Por simetria, o centro de massa 
estará localizado sobre o eixo do cone e basta então calcular sua coordenada 
vertical. O elemento de volume na integração será 


2 
B4 
dV=r'dy=mRº? F , 


onde R é o raio da base e h é a altura do cone. Temos então, 
h 


Combinando as duas equações, temos y.m = Sh A 


Definição de 
momento lincar 


=y 


Lei da conservação 
do momento linear: 
o momento linear de um sistema 
isolado é constante no tempo. 
r 
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Como ficaria o resultado do Exemplo 7.4 se tivéssemos uma pirâmide em vez de 
um cone? 


Seção 7.3 Conservação do momento linear 


O momento linear de uma partícula é definido por 
p=mv. (7.6) 


Considerando a massa da partícula constante, podemos escrever 


Ren Ca -. (7.7) 
dt dt dt 


Portanto, a taxa de variação no tempo do momento linear da partícula é igual à força total 
atuando sobre ela. Se esta força for nula, o momento linear da partícula permanecerá cons- 
tante. Este é um resultado trivial, mas as mesmas considerações aplicadas a um sistema de 
partículas levam a resultados importantes e não evidentes, como veremos a seguir. 
Derivando em relação ao tempo a Equação 7.1 que define o centro de massa, temos 


dr, dr, 
M€ =F m ~= : (7.8) 
dt z ' dt 2 Ki 
Vê-se assim que o momento linear P do sistema, definido como a soma dos momentos das 
partículas, é o produto da massa do sistema pela velocidade do centro de massa: 


P=5p,=Mvm- (7.9) 


Derivando esta equação em relação ao tempo e aplicando a segunda lei de Newton, obtemos 


dp: 
=LE a (7.10) 


Se o sistema de partículas for isolado, não haverá nenhuma força externa atuando sobre 
ele. Nesse caso, todas as forças atuantes serão de interação entre as partículas. Entretanto, a 
lei da ação e reação nos diz que tais forças aparecerão em pares de forças opostas que se 
cancelarão exatamente quando se efetuar a soma na Equação 7.10. Portanto, para um siste- 
ma isolado, temos 


dE Di), (TUA) 
d F dt 
P= È p; = constante . (1.11B) 


i 


Esta equação exprime a lei da conservação do momento linear. Em palavras, a lei esta! 
lece: 


O momento linear de um sistema isolado é constante no tempo. 


Uma vez que o momento linear é o produto da massa do sistema pela velocidade do centro de 
massa, a lei diz também que 

O centro de massa de um sistema isolado se mantém em repouso ou em movimento retilíneo 
uniforme. 


A lei da conservação do momento linear é muito útil na análise de sistema dos quais se tem 
pouca informação sobre as forças internas. 
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PExemplo 7.5 Um canhão (Figura 7.4), juntamente com sua pequena plata- 
forma sobre rodas, tem massa M = 100 kg. O canhão atira a bala de 
massa m = 1,0 kg com velocidade v = 300 m/s em relação a si próprio, 
em direção próxima da horizontal. Calcule a velocidade inicial V, de recuo 

| do canhão e a velocidade inicial v, da bala em relação ao solo. 


M m Š Figura 7.4 

nET Um canhão de massa M 
vV, atira uma bala de massa 
m com velocidade v, O 
canhão recua com 
velocidade V . 


Solução Antes do tiro, o momento linear do sistema é nulo. Depois do 
tiro, a gravidade passa a atuar de forma não neutralizada sobre a bala, 
e forças de atrito começam a atuar sobre a bala e o canhão. 
Imediatamente após o tiro, porém, a gravidade e o atrito ainda não 
terão alterado o momento do sistema e este será então também nulo. 
Portanto 


MV,+mv,=0 
| v, — V, = v, =300 m/s. 


Resolvendo este sistema de equações, obtemos 


V, ==—™— v, =-297 m/s 
M+m 
vo =297 m/s. 


Exemplo 7.6 João e Maria estão sobre patins em uma pista de patinação no 
gelo (Figura 7.5). Encontram-se inicialmente parados, separados pela 
distância de 12 m, cada um seguro a uma extremidade de uma corda. 
Puxando-se mutuamente pela corda eles se aproximam um do outro. 
Sabendo-se que as massas de João e Maria são, respectivamente, 80 kg e 
60 kg, determine o ponto em que eles se encontrarão. 


Solução A resultante das forças externas atuando sobre o casal é nula, 
desprezando-se a força de atrito. Como o centro de massa do casal 
está inicialmente em repouso, permanecerá neste estado durante todo 
o movimento. Portanto, o casal se encontrará no seu ponto de centro 
de massa. Seja x a direção da reta que une o casal e x = 0 a posição 
inicial de João. O centro de massa tem coordenada 

1 


(0+60kgxi2m)=5lm. 


Xem 


140 kg 


Figura 7.5 


João e Maria, sobre 
patins, puxam-se 
mutuamente por uma 
corda. Eles acabarão 
se encontrando na 
posição do centro de 
massa do sistema. 


Segunda lei de Newton para 
o movimento do centro de 
massa de um sistema de 
partículas 
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Seção 7.4 Sistema de partículas sob ação externa 


A descrição da dinâmica do centro de massa de um sistema de partículas pode ser obtida 
pela combinação das Equações 7.9 e 7.10. Obtém-se imediatamente 


LE = F, (Eim + Feu )- 


Na Equação 7.12, a força F, sobre cada partícula foi decomposta em força interna F, e força 
externa F . Esta é a força proveniente de agentes externos e aquela é a força decorrente das 
interações entre as partículas. Pela lei da ação e reação, a soma das forças internas em todo 
o sistema é nula e, neste caso, obtém-se 


(7.12) 


= duiFlem = Fem. (7:13) 


A Equação 7.13 é a segunda lei de Newton aplicada ao movimento do centro de massa. 
Vê-se que, independentemente da complexidade do movimento, a aceleração do centro de 
massa do sistema só depende da sua massa total e da força externa total atuando sobre ele. A 
Figura 7.6 mostra o movimento de uma faca atirada ao alvo. Enquanto evolui em sua trajetó- 
ria, a faca gira em torno de seu centro de massa, que percorre uma trajetória parabólica 
característica de uma partícula movendo-se sob o efeito da aceleração da gravidade. 


Figura 7.6 


Uma faca movendo-se sob 
aação da gravidade, O 
movimento da faca é um 
tanto complexo, mas o seu 
centro de massa (ponto 
preto no cabo) move-se de 
` forma muito simples, Este 
Si percorre uma trajetória 
à parabólica idêntica à de 
uma partícula atirada no 
espaço. 


A Equação 7.13 se aplica mesmo no caso mais geral em que o corpo em movimento tem 
forma variável. Isso é o que ocorre por exemplo com um atleta executando um salto orna- 
mental de trampolim. Enquanto no ar, o atleta realiza uma série de movimentos corporais que 
podem ser muito complexos. Entretanto, a qualquer instante é possível definir-se um centro 
de massa para o atleta, e este ponto se movimenta como se fosse uma partícula de massa M 
igual à massa total do atleta submetida a uma força Mg. Portanto, o centro de massa do atleta 
descreve uma parábola até o instante em que este inicia a sua penetração na água. 


b Exemplo 7.7 Um avião voa na horizontal à altitude de 500 m com velocidade 
v, = 360 km/h quando se divide em duas partes de massas iguais (Figura 
7.7). Um dos fragmentos do avião cai em um ponto 300 m à frente do 
ponto da explosão. Os dois fragmentos atingem o solo ao mesmo tempo. 
Ignorando o atrito do ar, determine o ponto onde cai o outro fragmento. 


Figura 7.7 


Umavião se fragmenta em 
duas partes de massas 
iguais. Seu centro de massa 
percorre uma trajetória 
parabólica até o instante 
em que algum dos seus 
fragmentos atinge o solo. 


i 
é 
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; 
t 
È 


Volume 1/ Mecânica 


Definição de impulso 
de uma força 


Solução O centro de massa do avião segue uma órbita parabólica até o 
momento do impacto dos fragmentos com o solo. O tempo de queda 
é V2h/g , onde h é a altura do avião ao explodir. Uma vez que a 
componente horizontal da velocidade do centro de massa é constante 
até o final da queda, sua distância percorrida na horizontal é 


2 
| da =V, 2h oom [1000ms oom. 
| 8 s 9,81m 


Podemos então escrever 


da =>(dy +d,) ` d, =2d -d, =1720 m. 


No Exemplo 7.7, se os dois fragmentos do avião não atingissem o solo simulta- 
neamente, a trajetória do centro de massa seria parabólica até que os dois frag- 
mentos estivessem no solo? 


Seção 7.5 Impulso 


Considere uma força que atue com valor constante F sobre uma partícula durante um 
intervalo de tempo limitado Ar. A grandeza FAt é denominada impulso da força sobre a 
partícula. Impulso é uma grandeza vetorial, uma vez que representa o produto de um vetor 
por um escalar. Designaremos impulso pelo símbolo I. Generalizando o conceito, podemos 
definir o impulso de uma força variável F(t) no intervalo de tempo de 1, a t, pela integral 


h 
I= fra. (7.14) 


h 


Pela segunda lei de Newton, esta equação pode ser transformada em 


i dy 
I= |m™ dt = mv, - mv, =p; -P1 - (as) 
er: 
Portanto, o impulso da força é igual à variação do momento linear da partícula no intervalo de 
tempo considerado. 


b Exemplo 7.8 Uma bola de futebol, com massa m = 450 g, colide na trave 
do gol com velocidade v, = (25i + 105) m/s. Durante a colisão, a trave 
transmite à bola um impulso I = —(18,0i + 3,0j) Ns. Calcule a velocidade 
v da bola imediatamente após a colisão. 


Solução Pela Equação 7.15, podemos escrever imediatamente 
m =m, +I ». v=v, +}. 
m 


18 Ns m 30Ns 
+j10— -— 
0,45 pe K s 0,45kg 


v=i(252 j=(15i+33p 2. 
s 


Deve-se notar que, devido à lei da ação e reação, se um corpo transmite 
um impulso I a outro corpo, por sua vez recebe um impulso -I deste 
outro. 


DTi 
O empuxo 
do foguete é a intensidade da 

força exercida sobre ele pelo gás 
expelido. O empuxo é expresso 
por uR, onde u é a velocidade do 

gás expelido em relação ao 

foguete e R éa taxa de 
emissão do gás (massa por 
unidade de tempo). 
= 
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P> Exemplo 7.9 Um canhão atira uma bala de massa m = 1,00 kg com veloci- 
dade v = i 297 m/s. Calcule o impulso I recebido pelo canhão. 


2 


Ns“ 
m 


Solução I=-mv =-i(1,00 ~ x 2972) =-i297 Ns . 
s 


Seção 7.6 Movimento de um foguete 


O foguete é propulsionado pelo princípio da ação e reação. Como se vê na Figura 7.8, o 


gás quente produzido na câmara de combustão é ejetado para fora do foguete com uma 


velocidade u em relação a este. 


' 


v+u 


Figura 7.8 

Foguete sendo propulsionado pela 
força de reação do gás quente 
ejetado pelo mesmo. O gás é 
expelido com uma velocidade de 
módulo u constante em relação ao 
foguete. Portanto, quando o 
foguete tem velocidade vem 
relação à plataforma, em relação a 
esta o gás é expelido com 
velocidade v + u. 


As partículas (moléculas) do gás expelido apresentam uma certa distribuição de velocida- 
des. Cada molécula tem velocidade distinta, e o vetor u é apenas o valor médio das velocida- 
des. Dentro da câmara de combustão as moléculas também têm velocidades variáveis, com 
valor médio nulo em relação ao foguete. Visto de um referencial inercial, digamos, ligado à 
plataforma de lançamento, as moléculas têm inicialmente (antes de ser ejetadas) velocidade 
média igual à velocidade v do foguete e velocidade final média v + u. Cada molécula ejetada 
sofre portanto uma variação de momento linear igual a m „u, onde m, é a massa da molécula. 
É importante salientar que a variação de momento da molécula independe da velocidade do 
foguete. No pequeno intervalo de tempo At é ejetada uma quantidade de gás cuja massa é 
igual a RAt. A constante R é a taxa de combustão, uma constante característica do foguete; 
o mesmo ocorre com o módulo u da velocidade com que o gás é ejetado. Naquele intervalo 
de tempo Ar, o foguete recebe um impulso AI do gás ejetado e imprime um impulso —AI 
sobre este, dado por 

-AI = uRAt. (1.16) 
Considerando a Equação 7.14, que também pode ser escrita na forma diferencial dI = Fdt, 
concluímos que a força que o gás ejetado faz sobre o foguete é, portanto, 


AI 


=> =4 (7.17) 
Ar 


A constante uR é denominada empuxo do foguete. O empuxo é o módulo da força 
exercida sobre o foguete pelo gás ejetado. A variação da massa do foguete com o tempo 
obedece à equação 


m=m,-— Ri, (7.18) 
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Velocidade de um foguete 
em função do tempo 


Velocidade de um foguete 
em função da massa m 


onde m, é a massa no instante t = 0. A equação de movimento do foguete é então 
dv 
Subs (ma RO (7.19) 
t 


Rdt (7.20) 


cdv=-u———— 
m, —Rt 


No caso mais geral, a velocidade u de ejeção do gás não precisa ser antiparalela à veloci- 
dade v do foguete. A possibilidade de ejeção lateral é de fato essencial para a eventual corre- 
ção de rota do foguete. Portanto, a Equação 7.20 tem que ser corretamente tratada como 
uma equação vetorial. No caso em que u e v são antiparalelos, a Equação 7.20 pode sv: 
tratada como uma equação escalar. Sendo i o vetor unitário na direção e sentido de v, pode- 
se escrever v = vi, u = ui, e a Equação 7.20 pode ser integrada para se obter 


v-v, =uf sa =-uln(m, — Rt)+ulnm, » 


v=v, +uln—Ze — , (721) 
m, —Rt 

onde In indica a função logaritmo neperiano. É claro que esta equação só vale até o instante 

em que acaba o combustível do foguete. A Figura 7.9 mostra a evolução da velocidade ce 

um foguete, cuja taxa de combustão é R = 0,005 m /s, partindo do repouso no instante t = 0. 


a 


Figura 7.9 


Variação no tempo da velocidade 
reduzida v/u de um foguete cuja 
taxa de combustão é R = 0,005 
m/s, onde m, é a massa inicial do 
foguete. ve u são, 

i respectivamente, a velocidade do 
o 50 100 150 foguete e a velocidade do gás 
Tempo (s) expelido em relação aele. 


A Equação 7.21 mostra como a velocidade do foguete varia no tempo. Entretanto, consi- 
derando a Equação 7.18, podemos expressar a velocidade também como função da massa: 


v=v, +uln 2. (7.22) 
m 
Há um modo rápido de se obter esta equação, sem necessidade de se conhecer a variação da 
velocidade com o tempo. Partindo da Equação 7.20 e lembrando que RAt = -Am, temos 
dm 


dv=-u—, (7.23) 
m 


que pode ser integrada, gerando assim a Equação 7.22. 

Pelo que acabamos de ver, a velocidade u de ejeção das partículas é o parâmetro essencial 
para definir o ganho de velocidade do foguete após queimar uma certa massa de combustí- 
vel. O ideal seria, portanto, que ele fosse propelido por um farol de popa muito possante. A 
tecnologia atual não é, porém, capaz de produzir uma fonte de luz com a potência necessária. 
Ainda estamos na fase do gás quente. O item mais importante na tecnologia corrente de 
foguetes é o desenvolvimento de materiais capazes de resistir a temperaturas mais elevadas 
para a fabricação da câmara de combustão. A velocidade u de ejeção do gás cresce com o 
aumento da temperatura dentro da câmara. Tal fato será matéria de estudo no Capítulo 39 
(Teoria cinética dos gases). 


pa 
OPERAÇÃO DE Simetria 
sobre um sistema é qualquer 
operação após a qual o sistema 
pareça exatamente o mesmo. 
rig 
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Seção 7.7 Simetria 


Esta seção é muito importante e quase tão grande quanto um capítulo. O conceito de 
simetria permeia toda a física, e talvez seja mesmo o mais importante desta ciência. Ele é 
cada vez mais utilizado na investigação das leis da Natureza e na aplicação destas leis à análise 
de sistemas físicos. Neste livro, frequentemente analisaremos problemas com base em con- 
ceitos de simetria, e você irá se familiarizando com essa técnica de investigação nas situa- 
ções mais diversas. Algumas seções futuras do livro bem poderiam ser intituladas “simetria, 
de novo” ou então “mais simetria”. Portanto, vale a pena estudar o assunto com empenho e 
cuidado. 


Simetria é na verdade um conceito familiar às pessoas. É um conceito importante na 
estética. A beleza dos objetos está intimamente ligada à sua simetria. A Natureza está cheia de 
objetos simétricos. Várias flores, os cristais, as estrelas do mar, uma colméia, são objetos 
simétricos. Falamos neste caso de simetrias espaciais, mas há outros tipos. A beleza da 
música está associada à maneira como os conjuntos de notas se agregam em padrões com 
determinadas simetrias. Entretanto, se queremos transfo; simetria em conceito aplicável 
à análise de fenômenos naturais, necessitamos criar antes uma linguagem formal em que 
todos os termos tenham significados precisamente definidos. É o que faremos agora. 


Consideremos três bolinhas idênticas repousando nos vértices de um triângulo egjilátero, 
como mostra a Figura 7.10. O triângulo de bolinhas cairá sobre si mesmo se alguém girá-lo 
de 120º no sentido horário ou anti-horário. Se você estiver olhando para o triângulo, irá ver 
que houve uma certa operação sobre ele porque o movimento das bolinhas estará sendo 
observado. Entretanto, se a operação for feita enquanto você estiver dando uma olhada par: 
a janela, você será incapaz de reconhecer que a operação foi feita. Operações deste tipo são 


denominadas de _ ---...., conforme a definição a seguir: 
Simerkia 


Operação de simetria sobre um sistema é qualquer operação após a qual o sistema pareça 
exatamente o mesmo. 

Para completeza da linguagem definimos como operação identidade aquela que não faz 
nada. Aplicar a operação identidade é sinônimo de deixar como está. Todos os sistemas têm 
obviamente a simetria da identidade. Eles parecerão sempre os mesmos se não fizermos 
nenhuma operação sobre eles. 


E c, G 

M; Mz 
6 T 2 
M, 
Figura 7.10 

A c 

(A) e) C) Três bolinhas 
POD —— idênticas se localizam 

M; M M; nos vértices de um 


triângulo. Este 


Q o] sistema tem seis 
operações de simetria, 
que são descritas no 
texto. Após cada 

D operação de simetria, 


o sistema assume uma 
das configurações 
D (E) ©) mostradas na figura. 


E 


GRUPO DE SimETIA 
de um sistema é o conjunto de 
todas as operações de simetria 
— operações que deixam o 
sistema invariante — do 
mesmo. 
SEE 
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A Figura 7.10 mostra as operações de simetria do sistema de bolinhas. Para se visualizar 
cada operação executada, as três bolinhas foram numeradas. Após as rotações de 120° nos 
sentidos horário e anti-horário, o triângulo cairá nas configurações mostradas em 7.10B e 
7.10C, respectivamente. Denominamos tais operações C, e C,, respectivamente, e a opera- 
ção identidade foi designada pelo símbolo E. Acima de cada triângulo indicamos a operação 
que foi feita. Além das rotações que mencionamos, o sistema de bolinhas tem ainda três 
operações de simetria que são reflexões em planos indicados na Figura 7.104. Tais operações 
serão denominadas M,, M, e M,, e as configurações das bolinhas após estas operações são 
mostradas em 7.10D, 7. I0E e 7. 10F. Estas são as seis operações de simetria do sistema. Elas 
formam o chamado CREPE SETG do sistema. Note-se que se os hemisférios de cima (de 
fora do papel) e de baixo (de dentro do papel) forem idênticos, aparecerão ainda outras 
operações de simetria para o triângulo. Suporemos que os hemisférios sejam diferentes, de 
forma que somente temos seis operações de simetria para o triângulo. 


Existe um ramo da matemática, denominado teoria dos grupos, que manipula formalmen- 
te operações de simetria. O grupo das simetrias do triângulo de bolinhas ora discutido é 
denominado C,,. Com a teoria dos grupos, vários problemas de física podem ser resolvidos 
mais facilmente, ou então, pode-se encontrar solução para problemas de outro modo insolú- 
veis. Neste curso, exploraremos simetria sem utilizar a teoria dos grupos. Isto sem dúvida é 
uma exploração elementar do tema, mas mesmo assim muito compensadora. 


É claro que em vez de um conjunto discreto de bolinhas poderíamos estar analisando um 
sistema contínuo, por exemplo um bloco triangular de um certo material homogêneo. Se o 
triângulo for egiilátero, com uma face diferente da outra, possuirá a mesma simetria do 
conjunto de bolinhas que analisamos. 


No Exemplo 7.5, ao calcular a posição do centro de massa de um cone, admitimos como 
óbvio que tal ponto se situava sobre o eixo de simetria do cone. Veremos agora que isso pode 
ser demonstrado formalmente. Quando efetuamos uma operação de simetria sobre um deter- 
minado corpo, estamos simplesmente permutando suas partículas. Neste caso, o somatório 
da Equação 7.1 que exprime a posição do centro de massa sofrerá um mero rearranjo de seus 
termos e permanecerá com resultado inalterado. O mesmo argumento pode ser estendido 
para a integral da Equação 7.3. Vê-se assim que uma operação de simetria de um sistema não 
pode deslocar o seu centro de massa. Portanto, já que em uma rotação os únicos pontos 
fixos estão sobre o eixo, se um sistema tem um eixo de simetria, seu centro de massa 
necessariamente se situa sobre tal eixo. Analogamente, conclui-se que se um sistema tem um 
plano de simetria, seu centro de massa se situa sobre tal plano. Considere por exemplo uma 
banana. Ela tem um plano de simetria e sobre este plano se encontra certamente o seu centro 
de massa. Quando um eixo de simetria cruza outro eixo de simetria ou um plano de simetria, 
fica determinado um ponto fixo das operações de simetria do sistema. Tal ponto é denomina- 
do centro de simetria do sistema. O centro de massa obviamente terá que se encontrar no 
centro de simetria, pois do contrário seria deslocado por alguma operação de simetria do 
sistema. Olhando em retrospecto, o centro de massa calculado no Exemplo 7.2 para um 
sistema de quatro partículas de massas iguais, formando um quadrado, se encontra realmen- 
te no centro de simetria do sistema. 


3.3.1 SIMETKIA DO GSPAÇO E Jo TEMPE 


Estivemos falando em simetria de objetos. Entretanto, a Natureza apresenta também ou- 
tras simetrias. Algumas delas se referem às propriedades do próprio espaço. Primeiramente, 
o espaço parece ter simetria de translação, ou seja, parece ser invariante com respeito a 
qualquer translação. Isto significa que se fizermos uma dada experiência e depois a repetir- 
mos em outro ponto, obteremos o mesmo resultado. Atente-se para o fato de que repetir a 
experiência em um outro ponto implica transportar todo o laboratório, ou seja, tudo que 
possa influir no resultado. Se houver algum corpo na vizinhança que tenha alguma atuação 
sobre o sistema investigado, aquele tem que ser transportado como parte do laboratório. Por 
exemplo, em uma experiência sobre o comportamento de um elétron, os campos elétrico e 
magnético da Terra podem estar influindo e, nesse caso, se repetirmos a experiência na Lua 


e 


As leis da física são as 
mesmas em todos os pontos do 
universo observável. Além 
disso, tais leis independem da 
orientação espacial do sistema 
observado. Portanto, o espaço é 
homogêneo (invariante mediante 
uma translação) c isotrópico 
(invariante mediante 
uma rotação). 
ps ae 


ge 
As leis físicas são imutáveis no 
tempo. Portanto, o tempo é 
homogêneo (invariante mediante 
uma translação). 
a 
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os resultados podem ser diferentes. Por isso, nem sempre é possível carregar todo o labora- 
tório para outro ponto. Felizmente, porém, a Natureza faz isso continuamente por nós. O 
sistema solar viaja com uma velocidade de cerca de 370 km/s em relação ao conjunto das 
galáxias. Isso significa um deslocamento de cerca de 3,9 x 10! m desde a época de Newton, 
e nenhum efeito jamais foi observado que possa ser atribuído a esse deslocamento. 


Podemos questionar com muita razão que 10'*m não são nada comparados com o raio do 
Universo conhecido, que vale 10% m. Permaneceria assim aberta a questão da simetria de 
translação do espaço na escala muito grande. Entretanto, a Natureza nos permite também a 
observação de fenômenos nas estrelas e outros objetos estelares e, desse modo, a investiga- 
ção de como os sistemas se comportam alhures. A observação mais relevante neste contexto 
é a do espectro da luz das estrelas. Os átomos emitem e absorvem luz somente em fregiiên- 
cias bem definidas, conforme veremos no Capítulo 33 (Fundamentos da mecânica quânti- 
ca). O conjunto dessas fregiiências é denominado espectro atômico. Tal espectro é caracte- 
rístico de cada átomo e permite sua identificação inquestionável. As fregiências de absor- 
ção, também chamadas raias de absorção, contêm boa parte do espectro atômico e são 
suficientes para a identificação do átomo. Pois bem, a luz emitida pelas estrelas e outros 
objetos estelares é parcialmente absorvida pelos átomos na parte mais fria da sua atmosfera, 
deixando raias escuras em seu espectro. O estudo dessas raias de absorção permitiu a obten- 
ção de um grande número de informações sobre o nosso Universo. Em primeiro lugar, 
constata-se que nas estrelas existem átomos, de fato os mesmos átomos vistos aqui. Predo- 
minam os átomos mais leves, como hidrogênio e hélio, mas toda a Tabela Periódica pode ser 
observada nos objetos estelares. Na verdade, conforme observado pelo astrônomo america- 
no Erwin Hubble (1889-1953) na década de 1920, todas as fregiências de absorção de 
todos os átomos em uma dada estrela parecem deslocadas de um certo fator, o qual é fixo e 
característico da estrela. Isso provém do efeito Doppler, que é o deslocamento da freguên- 
cia da luz ou do som quando a fonte ou o observador se desloca. O efeito Doppler para o 
som e para a luz será investigado nos Capítulos 28 (Ondas / Parte A) e 29 (Ondas / Parte 
B), respectivamente. Hubble observou ainda que em média as estrelas estão se afastando de 
nós com velocidade proporcional a sua distância da Terra. Isso significa que o Universo está 
em expansão, como veremos no Capítulo 47 (Universo em expansão). 


Após corrigidos para compensar o efeito Doppler, os espectros atômicos nos mais dis- 
tantes pontos do Universo parecem idênticos aos obtidos de átomos aqui na Terra, o que 
demonstra que as leis que determinam as propriedades dos átomos são as mesmas em qual- 
quer ponto do Universo. Ou seja, o eletromagnetismo e a mecânica quântica daqui são os 
mesmos de alhures. Uma vez que a mecânica clássica, tanto a de Newton quanto a de 
Einstein, é simplesmente o limite da mecânica quântica para corpos macroscópicos, conclui- 
se que as leis da física são as mesmas em qualquer ponto do espaço. Este é o significado da 
simetria de translação do espaço. 

O espaço é também isotrópico, ou seja, se fizermos uma experiência e depois a repetir- 
mos com o laboratório girado, incluindo neste tudo que possa afetar o sistema investigado, 
obteremos o mesmo resultado. Devido à rotação da Terra, os nossos laboratórios terrestres 
estão de fato constantemente mudando de direção, mas exceto por pequenas correções que 
possam ser feitas pelo fato de o laboratório não ser inercial, as experiências não são afetadas. 
Conforme veremos no Capítulo 47, a Terra é constantemente submetida a uma radiação 
eletromagnética de fundo na faixa de microondas. A radiação de fundo do Universo também 
é isotrópica, dentro da precisão atual das medidas. 

O céu é um enorme museu. Ao contemplá-lo, estamos de fato olhando para o passado. 
Quanto mais longínquo o objeto observado, mais antiga a imagem que obtemos dele. Remoto 
no espaço, remoto no tempo. A conexão entre os dois fatos é a velocidade da luz. Enquanto 
a luz do Sol viaja até nós, são decorridos mais de oito minutos. Isso já é significativo em um 
pôr-do-sol. Você ainda vê um Sol que de fato já se pôs. A viagem da luz proveniente de 
Andrômeda, a grande galáxia mais próxima da nossa, gasta dois milhões de anos. A luz gasta 
cerca de quinze bilhões de anos para vir até nós partindo dos objetos estelares mais longín- 
quos. Esta é a idade do Universo. Portanto, temos o privilégio único de poder testemunhar 
fenômenos de um passado longínquo, e dessa forma investigar as leis da física naquele 
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passado. Dadas as evidências coletadas, parece que as leis da física não se alteraram desde 
a origem do universo. 


É entretanto preciso ser um pouco cuidadoso neste ponto da nossa análise. Quando 
falamos nas leis da física estão aí incluídos os valores das denominadas constantes univer- 
sais. A observação dos espectros atômicos nada diz sobre uma importante constante univer- 
sal, a constante gravitacional de Newton. Não há nenhuma evidência que nos obrigue a i 
aceitar que tal constante seja uniforme no espaço e no tempo. Alguns físicos, na verdade, 
têm sugerido que a constante universal G de fato varia no tempo. No contexto da proposta, 
isso não representaria uma mudança no tempo das leis da física. O valor de G resultaria não 
só das leis mais fundamentais da Natureza, mas também da densidade média de massa no 
Universo, sendo maior para universos mais densos. Como o universo está em expansão, a 
constante G teria um valor decrescente no tempo. Não há dados experimentais ou 
observacionais que permitam julgar o mérito dessa proposta. De qualquer modo, porém, 
todos os fatos observados endossam fortemente a hipótese de que as leis da física não se 
alteram no tempo, o que se denomina simetria de translação do tempo, ou simplesmente 
homogeneidade do tempo. 


| 


Portanto, o espaço é isotrópico e homogêneo, e o tempo é homogêneo. Três importantes 
leis de conservação resultam dessas simetrias. Na próxima seção, veremos que a conserva- 
ção do momento linear decorre da homogeneidade do espaço. 


7.1.2 Simetria de translação do espaço e conservação 
do momento linear 


| 
Fo 
3 
o 


Uma vez que o espaço é homogêneo, é necessário repensar a origem da energia potencial, 
já que esta energia decorre exatamente da posição dos corpos no espaço. O que ocorre 
quando um corpo está na vizinhança de outro é que, na percepção de cada um, o outro está 
quebrando a homogeneidade do espaço. Faz diferença estar mais próximo ou distante do 
segundo corpo. A energia potencial de uma nave na proximidade da Terra, por exemplo, 
depende da distância da nave até o centro da Terra, conforme vimos no Capítulo 6 (Trabalho 
e energia). Se uma partícula está isolada, por outro lado sua energia potencial não pode 
depender de sua posição no espaço. Formalmente, podemos escrever V(r) = constante, e 
portanto 


F=-Vv=0. (7.24) 


Esta equação diz que uma partícula em um espaço homogêneo não fica submetida a qualquer 
força. Só a presença de outros corpos na vizinhança é capaz de quebrar a homogeneidade do 
espaço e deste modo gerar força sobre a partícula. Consideremos agora duas partículas 
próximas uma a outra. Haverá neste caso uma energia potencial associada ao sistema. Tal | 
energia só pode depender da posição relativa das partículas. Se elas forem transladadas | 
rigidamente no espaço, ou seja, ambas as partículas sofrendo o mesmo deslocamento d, a 
energia potencial não pode se alterar. Se ambas as partículas se deslocarem de d, o centro de 
massa do sistema também se deslocará de d. Portanto, um deslocamento do centro de massa 
do sistema por si só não pode alterar sua energia potencial. Para analisar formalmente as 
consegiiências desse fato, iremos fazer uma transformação das coordenadas do sistema. A 
Figura 7.11 mostra as partículas 1 e 2 com massas m, e m, e vetores-posição r, e r,, respec- 
tivamente. A figura mostra também a posição do centro de massa, aqui designada por R, e 
do vetor-posição r da partícula 2 em relação à partícula 1. Estes dois vetores são expressos 


pelas equações 


MR=myr, + mr, (7.25) 
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onde M é a massa total do sistema. Este sistema de equações pode ser invertido, ou seja, 
resolvido em relação a r, e r,: 


Figura 7. 
Sistema de duas partículas. A 
figura é explorada no texto para 
se demonstrar que a lei da 
conservação do momento linear 
decorre da simetria de 

A translação do espaço. 


Usando as Equações 7.27 e 7.28, podemos transformar a energia potencial da forma 
V(r,» r,) para a forma V(R, r). Porém, conforme vimos anteriormente, a energia potencial só 
pode depender de r. Não depende de R. Se escrevermos R em termos das suas componentes 
cartesianas X, Y, Z, teremos 


dy o o 


EO “dE 


0- 17.29) 
ox 


Para calcular estas derivadas, aplicaremos a regra das cadeias para derivadas parciais. Para 

entender mais facilmente as passagens matemáticas que se seguem, é importante que você 

esteja familiarizado com o trato de derivadas parciais 
ov OV dx e ôV dx. 


essa (7.30) 
ôx 0x OX ôx, X 


Pelas Equações 7.27 e 7.28, temos também 
Ori -2ta 
ox ax 


(7.31) 


Considerando as Equações 7.29, 7.30 e 7.31, temos finalmente 


A Equação 7.33 é suficiente para garantir que o momento linear do sistema se conserve, uma 
vez que a força total sobre ele será nula. Portanto, a conservação do momento linear é 
consegiiência da homogeneidade do espaço. 
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Exercicios, problemas e questões 


7.1E Calcule o momento linear: A) de um elétron com 
velocidade de 3,0 x 10º m/s ; B) da Terra, com sua velocidade 
orbital de 30 km/s. 

7.2E Determine a posição do centro de massa do sistema 
visto na Figura 7.12. 


(1) 2m 
a NX 
m 1 m. 
x = 
7.3P Determine a posição do centro de massa do hemisfério 
homogêneo de raio R, visto na Figura 7.13. 


Figura 7.12 
(Exercício 7.2). 


Figura 7.13 
(Problema 7.3). 


7.4P A Figura 7.14 mostra um reservatório cilíndrico cujas 
paredes têm espessura e densidade uniformes. O reservatório 
tem massa m, e contém uma massa m, de água. Determine a 
posição do centro de massa do sistema, supondo que a espessura 
das paredes do reservatório seja muito menor do que as outras 
dimensões do sistema. 


H 


Figura 7.14 
(Problema 7.4). 


d| a— — 


7.5E Um automóvel, cuja massa vale 1 500 kg, viajando a 
120 km/h, colide na traseira de um caminhão de massa igual a 
6 000 kg, viajando a 80 km/h. Calcule a velocidade do centro de 
massa do sistema carro-caminhão: A) antes da batida; B) logo 
após a batida. 

7.6E Um avião voa na horizontal (direção i) com velocidade 
de 350 km/h quando se fragmenta em duas metades. Uma parte 
tem velocidade inicial v, = i 280 km/h — j 210 km/h . A) Qual é a 
velocidade inicial da outra metade? B) A energia mecânica é 
conservada na explosão? 

7.7P Um avião, com sua carga, tem massa igual a 5 000 kg e 
transporta uma bomba com massa de 500 kg. O avião viaja na 
horizontal com a velocidade constante de 360 km/h, e no instante 
t=0 solta sua bomba, a qual inicialmente tem a mesma velocidade 


tez 


do avião. A) Calcule a variação no tempo da posição do centro 
de massa do sistema avião-bomba, até o instante em que a bomba 
atinge o solo, tomando como origem das coordenadas o ponto 
onde a bomba foi solta. B) Calcule a variação no tempo da 
velocidade do centro de massa. 

7.8P A) Determine a posição do centro de massa do sistema 
Terra-Lua. Considere toda a massa de cada um destes corpos 
localizada em seus respectivos centros. B) Se a Lua, repenti- 
namente, perdesse toda a sua velocidade orbital e começasse a 
cair sobre a Terra, qual seria o deslocamento de cada um destes 
corpos até o momento da colisão? C) Qual seria a velocidade de 
cada um dos corpos no momento da colisão? 

7.9P Uma partícula de massa m, e velocidade v, viaja na 
direção de outra partícula parada de massa m,, como mostra a 
Figura 7.15. Calcule as velocidades das duas partículas no 
referencial do centro de massa (estacionário em relação ao centro 
de massa) do sistema. 


my Lu z 
vi 7 Figura 7.15 


(Problema 7.9) 


7.10P* A barra que liga as duas esferas da Figura 7.16 tem 
massa desprezível. O corpo é abandonado no instante £ = 0, com 
o centro de massa parado e girando no sentido anti-horário com 
Estando o sistema sob a ação da gravidade, calcule: A) a evolução 
temporal da posição do centro de massa, r (t); B) a evolução 
temporal da posição do centro da esfera 1, r (1). 


Figura 7.16 
(Problema 7.10) 


7.1E Um jogador chuta uma bola de futebol, cuja massa é 
450 g, inicialmente parada, e lhe imprime uma velocidade de 30 m/s. 
A) Calcule o valor do impulso transmitido à bola. B) Supondo 
que a colisão dure 2,0 ms, calcule o valor médio no tempo da 
força exercida sobre a bola. 

7.12P Um corpo de massa m é atirado do solo com velocidade 
inicial v., fazendo um ângulo O com a horizontal. Mostre que a 
variação do momento linear do corpo até o instante em que ele 
atinge novamente o solo é igual ao produto do seu peso pelo 
tempo total que ele permanece no ar. 

7.13E Uma metralhadora atira 10 balas por segundo, cada 
uma com massa de 5,0 g, à velocidade de 2 000 km/h. Qual é a 
força média que as balas fazem sobre a metralhadora? 

7.14Q Nos filmes é comum ver-se uma pessoa ser arremessada 
para trás pelo impacto de uma bala de pistola, com massa típica 
de 3,0 g e velocidade de 300 m/s. Você acha isso realista? 

7.15E Qual deve ser a relação entre a massa de um foguete 
com combustível e sem combustível, para que, saindo do 


repouso, ele possa atingir velocidade igual a 4u? Ignore a 
gravidade. 

7.16Q Porque um foguete com vários estágios pode atingir 
maiores velocidades? 


7.17P Um foguete ejeta gás à taxa R = 10,0 kg/s e velocidade 
relativa u = 3 000 m/s. A) Qual é o empuxo sobre o foguete? Se o 
foguete é lançado verticalmente com velocidade 
massa inicial m, = 5 000 kg. B) Qual é a aceleração 
foguete? C) Qual é a velocidade do foguete 60 s após o 
lançamento? Despreze a gravidade. 


7.18P* Considere um foguete lançado verticalmente, e leve 
em conta o efeito da gravidade sobre seu movimento. Escreva a 
equação de movimento (generalização da Equação 7.20) para o 
foguete. 

7.19E Um foguete, que com seu combustível tem massa de 
8 000 kg, está posicionado verticalmente na plataforma de 
lançamento. Dado que o foguete pode ejetar gás à velocidade 
de 2 000 m/s, a que taxa deve ser o gás ejetado para que o 
foguete arranque com aceleração igual a 3 g? 


7.20P Nas proximidades da Terra, a radiação eletromagnética 
do Sol faz incidir uma energia E = 1 340 J por segundo em uma 
placa de 1 m? com face ortogonal à radiação. Para a luz, a energia 
e o momento linear estão ligados pela relação E = pc. Uma nave 
utiliza luz solar para se propelir, c para isso usa um espelho com 


área de 4,0 m°. Estando o espelho ortogonal à radiação e supondo 
que toda a luz incidente sobre ele seja refletida, calcule a força 
que a luz solar faz sobre a nave. 

7.21P Considerando os dados disponíveis no Problema 7.20, 
e supondo que toda a luz solar seja absorvida pela Terra, calcule 
a força que aquela radiação faz sobre o planeta. Para realizar o 
cálculo, a Terra pode ser substituída por um disco de mesmo 
raio, com face ortogonal à radiação. 

7.22P Uma esteira transportadora de minério tem velocidade 
uniforme de 3,0 m/s. O minério é despejado nela a uma taxa de 


1000 kg/min. A) Que força o sistema de arraste faz sobre a esteira? 
B) Qual é a potência exercida pelo sistema de arraste? 
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7.23P Um núcleo de urânio, parado, se fragmenta em duas 
partes, uma partícula œ e um átomo de tório. Uma quantidade E 
de energia é liberada na fragmentação, na forma de energia cinética 
das duas partes. Dado que a massa tório é cerca de 58,5 vezes a 
massa da partícula œ, calcule a energia cinética e o momento 
linear das duas partículas emitidas em termos de E e da massa da 
partícula ct. 

7.24E Suponha que as faces visíveis e invisíveis dos corpos 
contidos na Figura 7.12 sejam diferentes. Identifique as opera- 
ções de simetria que tem o sistema. 


7.25P Refaça o Exercício 7.24 supondo que cada um dos 
corpos contidos na Figura 7.12 seja completamente simétrico. 
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A utilidade das leis de 
conservação no estudo das 
colisões destaca-se 
imediatamente: as grandezas 
que se conservam têm os 
mesmos valores antes e depois 
das colisões. Frequentemente, 
isto é o bastante para a 
obtenção dos resultados 
desejados. 
dt 


Seção 8.1 O que é colisão 


Colisão é uma interação entre dois ou mais corpos, com duração limitada. O choque entre 
duas bolas de sinuca é, portanto, uma colisão. As bolas se aproximam uma da outra, interagem 
fortemente entre si durante o choque e em seguida se afastam. Neste caso, o termo colisão, 
como entendido pela física, tem o mesmo significado do da linguagem comum. Em outras 
situações, entretanto, o termo tem na física significado diferente. Por exemplo, se um meteo- 
ro vindo de um ponto distante se aproxima da Terra e depois se afasta para fora da sua 
influência, na física a interação temporária entre esses dois corpos celestes é chamada de 
colisão. Não se requer que haja um contato entre os dois corpos, nem que a interação dure 
muito pouco. O importante é que haja uma interação para a qual se possa definir um antes e 
um depois. Neste capítulo estudaremos colisões envolvendo somente dois corpos. Esses 
estarão livres de qualquer ação externa, ou então as forças externas que atuam sobre o 
sistema serão muito menores que as forças envolvidas na colisão, de modo que o sistema 
possa ser tratado como isolado durante a colisão. Por exemplo, na colisão de uma bola contra 
uma parede pode-se ignorar, sem muito erro, a força da gravidade que atua sobre a bola. 


Seção 8.2 Leis de conservação e as colisões 


Muitas vezes a determinação completa do movimento das partículas envolvidas em uma 
colisão é um problema de mecânica de difícil solução, ou até mesmo insolúvel, na prática. 
Entretanto, muito fregiientemente não estamos interessados na evolução do sistema durante 
a colisão, mas somente em estabelecer relações entre os estados do sistema antes e depois da 
mesma. As relações pretendidas podem, com fregiiência, ser obtidas pela mera aplicação das 
leis de conservação da física. Na física há muitas grandezas que se conservam, isto é, que se 
mantêm constantes em um sistema isolado. Já estudamos duas grandezas que se conservam, 
que são a energia e o momento linear. No Capítulo 9 (Rotação de corpos rígidos / Parte A) 
estudaremos outra grandeza que se conserva, o momento angular, grandeza associada ao 
movimento de rotação dos corpos. No estudo de colisões entre partículas atômicas e subatô- 
micas, são consideradas várias outras grandezas que se conservam, muitas das quais serão 
estudadas mais adiante neste livro. A utilidade das leis de conservação no estudo das colisões 
pode ser antecipada de modo óbvio: tais grandezas não se alteram durante a colisão e terão, 
portanto, o mesmo valor antes e depois desta. Neste capítulo, utilizaremos as leis de conser- 
vação da energia e do momento linear no estudo de colisões. No Capítulo 9 veremos como a 
investigação pode ser ampliada e aprofundada pela utilização da lei da conservação do mo- 
mento angular. 


Seção 8.3 Colisões elásticas 


A energia se conserva em qualquer colisão. Entretanto, frequentemente pelo menos um 
dos corpos que colidem altera seu estado interno e com isso muda a sua energia interna no 
processo de colisão. Em decorrência, a energia mecânica, isto é, a soma das energias poten- 
cial e cinética do sistema, não se conserva. Considere por exemplo uma colisão entre dois 
carros. O processo envolve aquecimento e deformação dos carros, o que rouba parte signi- 
ficativa da energia cinética do sistema. Após a colisão, os carros terão sua energia mecânica 
reduzida. Dois carros em colisão são um exemplo do que se denomina sistema complexo. 
Para se saber o resultado da colisão, é melhor fazer a experiência, como se faz fregiiente- 
mente na indústria automobilística. As colisões em que a energia mecânica é conservada são 
denominadas colisões elásticas. No caso da colisão do meteoro com a Terra, citado na Seção 
8.1, se o meteoro não chegar a penetrar na atmosfera a colisão será elástica. Numa colisão de 
bolas de sinuca, a perda de energia cinética das bolas é mínima, e a colisão pode ser aproxi- 
mada por uma colisão elástica. A colisão de uma bola de basquete com o piso da quadra é 
inelástica e por isso a bola sobe com velocidade menor do que desceu. Quanto maior a 
pressão do ar no interior da bola, mais a colisão se aproxima da condição elástica. 
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Seção 8.4 Impulso da colisão 


Consideremos inicialmente colisões em uma dimensão, como ocorre na colisão frontal 
entre duas bolas de sinuca. A evolução temporal F(t) da força pode ser mostrada qualitativa- 
mente na Figura 8.1. 


Figura 8.1 


Força mútua entre duas partículas 
que interagem por força repulsiva, 
como, por exemplo, duas bolas de 
sinuca. A força é nula até o instante 
1, em que as bolas entram em 
contato, cresce até atingir um valor 
máximo F, . e decai novamente 
para zero no instante £, em que as 
bolas se separam. ` 


Como mostra a ilustração, anteriormente ao instante 1, a força é nula. A partir desse 
instante a força cresce até atingir um valor de máximo F | e a partir daí decresce novamen- 
te. Posteriormente ao instante £, a força é sempre nula. Um gráfico como o da Figura 8.1 
ilustra bem o que ocorre numa colisão entre bolas de sinuca, pois, nesse caso, a força é 
sempre repulsiva. 


Se examinarmos o que ocorre na colisão entre dois átomos capazes de formar uma 
molécula, por exemplo, dois átomos de oxigênio, a evolução da força é como a que se vê na 
Figura 8.2. 


Figura 8.2 


Força mútua durante a colisão de duas partículas 
que podem se atrair ou repelir, conforme a 
separação entre elas. O gráfico representa bem o 
que ocorre na colisão entre dois átomos. No 
instante £,, as partículas começam a se atrair. 
Essa atração cresce e depois diminui, e a partir 
do instante f as partículas estão muito próximas 
e a força se torna repulsiva. A repulsão cresce 
até um valor máximo e depois novamente cai 
para zero no instante £”, quando a força passa a 
ser atrativa. A força atrativa primeiro cresce e 
depois decresce, até se tornar nula no instante £. 


Quando os átomos se aproximam, a força é inicialmente atrativa, o que no gráfico é 
indicado como força negativa. A partir do instante £ os átomos já estão muito próximos e a 
força se torna repulsiva. Os dois átomos atingem uma aproximação máxima e neste instante a 
força repulsiva atinge o valor máximo F „- A partir daí eles começam a se afastar e a força 
muda continuamente de repulsiva para atrativa no instante f”; depois, a força atrativa inicial- 
mente aumenta e a seguir vai perdendo continuamente a intensidade, até se anular no instante t,. 

Qualquer que seja a colisão, o impulso que uma das partículas imprime sobre a outra tem 
intensidade dada por 


+ 
1= | F@dt= [Fada (8.1) 
Ea n 
Os impulsos recebidos pelas partículas 1 e 2 são os vetores opostos I, e I, com módulo 
igual a 1. Conforme visto no Capítulo 7 (Conservação do momento), o impulso em cada 
partícula é igual à variação do momento linear desta, isto é, 


L =M Vif MV L=mvop-myva, (8.2) 


onde os índices i e f indicam estados inicial e final, respectivamente. Em muitas situações, 
não estamos na verdade interessados em conhecer o impulso recebido pelas partículas. 
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Basta-nos o fato de que, uma vez que I, = —L,, obtém-se 


MANN = My ,AMN,- (83 


Seção 8.5 Colisões elásticas em uma dimensão 


Consideremos duas partículas de massas m, e m, sofrendo uma colisão elástica frontal. 
Todo o movimento nesse caso, tanto antes como depois da colisão, ocorrerá em uma única 
direção. Os vetores poderão ser então manipulados como grandezas escalares. Em muitas 
situações de interesse, uma das partículas, digamos a partícula 2, está parada antes da coli- 
são. De qualquer modo, se a partícula 2 tiver uma velocidade v, # O em relação ao laborató- 
rio, pode-se escolher outro sistema inercial que também se desloque com velocidade v, em 
relação ao laboratório. Nesse referencial a partícula 2 estará inicialmente parada. Portanto, a 
nossa hipótese não implica nenhuma perda de generalidade. Das leis de conservação do 
momento linear e da energia mecânica, obtêm-se 


a 


M, Vpt M, Vy =M, Vi 


Lar dm E Lavi? 8 
= S =- D 35 
32 Yir 2 a hk F i 2 Vii (8.5) 


Temos um sistema de duas equações com duas incógnitas v,, e v, Resolvendo o sistema, 
obtêm-se 


Bj = 


Viy =———— Viy’ (8.6) 
Vomem " 
= m 
Van Mgs: (8.7) 
m +m, 


Observa-se deste par de equações que v, sempre tem o mesmo sentido de v. Entretanto, se 
m, < m, a partícula 1 inverte o sentido da sua velocidade. Neste caso, a partícula 1 colide e 
volta. Um caso de interesse é o de partículas de massas iguais, m, = m,. Assim, 
v= 0, 

v, 


P Vw (8.8) 


" 


Conforme mostrado neste par de equações, a partícula 1 fica parada e transmite todo o seu 
movimento para a partícula 2. A Figura 8.3 mostra o movimento das partículas antes e 
depois da colisão para as três relações possíveis entre m, e m,- 


Antes Depois 
Vi v; V; 
mm e. QI-+ oL 
Figura 8.3 
Colisão elástica frontal de 
Vu v. uma partícula de massa m, 
mem 0 o) © o% com velocidade inicial v,, 
com outra partícula parada 
de massa m,. As três 
possibilidades para a relação 


Yu Sp Mg: entre as duas massas são 
mm Q-— eo E 
ds e ilustradas. 


Dois casos limites da colisão merecem também ser discutidos. No primeiro caso, a par- 
tícula 1 tem massa muito menor que a partícula 2, m, << m,. Aqui, podemos desprezar m, 
nas Equações 8.6 e 8.7 para obter 


Sea colisão de um carro com 
um pedestre fosse elástica. o 
pedestre seria lançado com o 


dobro da velocidade do carro. 
Isso ilustra a extraordinária 
intensidade do impacto 
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=0. (8.9) 


Vê-se, portanto, que a partícula 1 simplesmente inverte o sentido do seu movimento, en- 
quanto a partícula 2 permanece parada. Isso é o que acontece quando uma bola de sinuca 
bate na tabela da mesa, ou quando uma bola de basquete cai, batendo no piso. Aquela colisão 
se aproxima muito mais da condição elástica do que esta. Por isso, a bola de basquete retorna 
com velocidade bastante reduzida. 


No segundo caso limite, a partícula 1 tem massa muito maior que a partícula 2. Agora, m, 
é que deve ser desprezada nas Equações 8.6 e 8.7, resultando em 


(8.10) 


A partícula 1 mantém a sua velocidade e a partícula 2 adquire velocidade igual ao dobro da 
velocidade da partícula 1; é o que ocorre na colisão de um taco de sinuca com a bola, e isso 
aconteceria também na colisão de um carro com um pedestre, se a colisão fosse elástica. 


Na astronáutica, a colisão elástica entre corpos de massas muito desiguais é utilizada para 
aumentar a velocidade de uma nave. Do ponto de vista energético, o que interessa em uma 
nave é o módulo da sua velocidade, o qual define a energia cinética. Mudar a direção do 
movimento da nave não custa energia. Por isso costuma-se provocar colisões de naves com 
planetas para aumentar a energia daquelas. A nave se aproxima do planeta com velocidade 
oposta à deste, conforme se vê da Terra. Vistos daqui, a nave tem velocidade inicial veo 
planeta tem velocidade —V. Se observada de um referencial fixo no planeta, a nave tem 
velocidade inicial dada por 


v= v; +V. (8.11) 


A nave contorna o planeta sob o efeito da gravidade deste e retorna na direção oposta 
àquela em que veio. Isso é uma colisão elástica que pode ser tratada como unidimensional. 
No referencial do planeta, a nave retorna com velocidade dada por 


v,=-v,=-(v,+ V). (8.12) 


A Figura 8.4 mostra a colisão, vista nos referenciais do planeta e da Terra. 


Figura 8.4 
Colisão de uma nave com 
um planeta movendo-se 
com velocidade -Vem 


Referencial do planeta Referencial da Terra di dd 
planeta. No referencial da 
EAR A tem Terra, anave inicia a 
N colisão com velocidade v, 
mar @ a -=Q caterminacom 
ol» ai st velocidade (v, + 2V). 


No referencial da Terra, a nave retorna com velocidade dada por 


ya v, -V =v, + 2V). (8.13) 


b 


A colisão elástica entre uma nave e um planeta poderia ser também utilizada para 
diminuir a velocidade da nave? Explique. 


mano 
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Seção 8.6 Colisões inelásticas em vma dimensão 


Numa colisão inelástica, a energia mecânica final do sistema é diferente da energia mecâ- 
nica inicial. Nas experiências do dia-a-dia, é muito mais comum que a energia mecânica 
decresça. Isso ocorre porque a colisão gera calor nos corpos envolvidos, usando para isso 
uma parte da energia mecânica. O processo imaginário em que na colisão os corpos se 
esfriem, cedendo assim calor para que a energia mecânica aumente, não ocorre na Natureza. 
A razão por que isso não ocorre será estudada no Capítulo 38 (Entropia e segunda lei da 
termodinâmica). Porém, para sistemas microscópicos, na escala atômica, são freqüentes os 
processos de colisão em que parte AU da energia interna de um dos corpos é cedida nara 
que o sistema aumente sua energia mecânica. Nesse caso, a Equação 8.4, que exprime a 
conservação do momento linear, se mantém inalterada e a Equação 8.5 será modificada para 

1 


2.1 21 2.1 2 
MV +> m,f => MV; +—mvo; —AU- 
2 var 2 2“2f 2 1” li 2 2“ 2i 


(8.14) 


Note-se que, nesta equação, quando o sistema diminui a sua energia interna, AU é nega- 
tivo e a energia cinética aumenta no processo de colisão. 


>txempio 8.i Um átomo de hidrogênio, com velocidade de 30 km/s, colide 
frontalmente com outro átomo de hidrogênio inicialmente em repouso. 
Um dos átomos estava com seu elétron no primeiro nível excitado. Com a 
colisão, o elétron decai e a energia interna do átomo diminui em 16,3 x 
10 J. Calcule as velocidades dos átomos após a colisão, dado que a 
massa do átomo de hidrogênio vale 1,67 x 107 kg. 


Soiucão As Equações 8.4 e 8.14, alimentadas com os dados 
v,=0, m=m,=m, AU=-163x 10] 


resultam em 


Este sistema de equações pode ser resolvido pelas técnicas usuais, úv 


| que resulta 
Vi 
Fi 
| E: 
Ji li 2 
vas =- +] +v 
ARE) 4 


Colocando os números nas equações anteriores obtêm-se 


Vy =-19,6 km/s, v, = 49,6 km/s. 


Um tipo de colisão muito fregiiente é aquele em que as duas partículas ficar: zada» uma 
à outra após o choque. Neste caso, Vy= V» € se a partícula 2 está inicialmente parada, a 
única equação restante, que exprime a conservação do momento, fica na forma 


(m, + m,) V= m, Vy- (8.15) J 


a a 


A colisão entre uma partícula 
em movimento e outra parada 
envolve apenas duas dimensões 
do espaço. 
pres 


Capítulo 8 / Colisões 
A energia cinética final do sistema será 
1 2 
K; =5 (m mov i (8.16) 
Substituindo v,, obtido da Equação 8.15 na Equação 8.16, chega-se a 


1 1 


m 2 m s 
—(m +m)——! =" K,, (8.17) 
ae á (n, +m)? 


Ky Vi = 
m +m, 
onde K, é a energia cinética inicial do sistema. Note-se que tais tipos de colisão implicam 
necessariamente perda de energia mecânica. O quanto se perde depende da razão entre a 
massa da partícula inicialmente em movimento e a massa do corpo final. Percebe-se aqui 
uma assimetria muito curiosa. Considere uma bala atingindo uma caixa inicialmente parada. 
Depois do impacto, a caixa, com a bala em seu interior, terá uma pequena velocidade e quase 
toda a energia cinética inicial terá se transformado em calor. Imagine agora o mesmo fenô- 
meno visto por um observador que esteja passando pelo local com velocidade igual à veloci- 
dade inicial da bala. O seu relato dos fatos é: uma bala flutuava no ar, quando foi coletada por 
uma caixa voando em altíssima velocidade. A caixa levou a bala, praticamente sem alteração 
de velocidade. Uma fração reduzidíssima de sua energia cinética foi transformada em calor. 


Parece paradoxal, mas não é. Você pode fazer as contas e conferir que esta fração 
reduzidíssima da energia da caixa que é transformada em calor equivale exatamente à quase 
totalidade da energia da bala que o primeiro observador viu ser transformada em calor. 
Portanto, o calor gerado terá o mesmo valor quando visto pelos dois observadores. 


Seção 8.7 Colisões elásticas em duas dimensões 


No caso mais geral de duas partículas em movimento colidindo, o evento ocorre em três 
dimensões. De fato, o movimento inicial de cada partícula define uma reta, e essas duas retas 
não pertencem necessariamente ao mesmo plano. Portanto, já na definição das condições 
iniciais do problema aparecem as três dimensões do espaço. Entretanto, se a segunda partí- 
cula estiver parada, as condições iniciais podem ser descritas em duas dimensões. De fato, o 
movimento inicial da primeira partícula define uma reta e a posição inicial da segunda partí- 
cula define um ponto no espaço. Esta reta e mais este ponto definem um único plano no 
espaço. Pela lei da ação e reação, a força de interação entre as partículas está sobre a reta que 
liga as duas partículas e, portanto, também pertence a esse mesmo plano. Nesse caso, as 
acelerações das duas partículas são vetores desse plano, e as suas velocidades não adquirirão 
componentes fora do plano inicialmente definido. Conclui-se, portanto, que a colisão será 
um evento em duas dimensões. Esta seção é dedicada ao estudo desse tipo de colisões. 


Figura 8.5 
Colisão elástica em duas 
dimensões entre duas 
partículas cuja interação é 
sempre repulsiva. 


A Figura 8.5 mostra a colisão entre a partícula 1, de massa m, inicialmente com a 
velocidade v, = iv,, e a partícula 2, de massa m, em repouso. A reta que define a velocidade 
inicial da partícula 1 passa a uma distância b da partícula 2. A distância b é denominada 
parâmetro de impacto da colisão. Se b é nulo, a colisão é frontal, caso contrário tem-se uma 
colisão lateral, como é muito comum no jogo de sinuca. As trajetórias apresentadas na 
Figura 8.5 ilustram o caso específico em que a interação entre as duas partículas é sempre 


E gos 


Na colisão elástica entre duas 
partículas de massas iguais, na 
qual a partícula-alvo esteja 
parada, as velocidades finais das 
duas partículas são ortogonais 
entre si. 
pe 
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repulsiva. As leis de conservação do momento linear e da energia mecânica permitem escre- 
ver três equações conectando as velocidades iniciais e finais das partículas, que são 


5 8.15 
mv,=m,v,cos8+ m,v, cosġ, (8.18) 
= pam 5.19 
0=m,v, sen MV, send, (8.19) 
TA 2 2 (8.20 
MV =M, Vy +m, Vy- ) 


Percebe-se que estas equações não permitem a solução completa do problema, pois contêm 
quatro incógnitas, que são v,, V O eb. De fato, isso já era esperado, uma vez que o 
parâmetro de impacto b não entrou ainda no problema e a solução obviamente deve depender 
deste. Nas condições experimentais, raramente se conhece o parâmetro de impacto. O que se 
faz é pesquisar a conexão entre os ângulos 8 e ġ de espalhamento das partículas. Quando o 
parâmetro de impacto varia de 0 a «e, o ângulo 6 varia de 7 a 0, respectivamente. Portanto, 
podemos fornecer o ângulo de espalhamento da partícula 1 como dado de entrada do proble- 
ma e este ficará então totalmente resolvido. 

Um caso particular muito importante de colisões envolve partículas de massas iguais; 
aqui, as leis de conservação de momento linear e energia mecânica, para o caso em que a 
partícula 2 esteja inicialmente parada, geram equações muito simples: 


Ty (8.21) 
Aayi 2 
Vi = Vy + Vy- (8.22) 


A soma vetorial indicada na Equação 8.21 é também indicada geometricamente na Figura 
8.6. 


Figura 8.6 


Na colisão elástica entre duas 
partículas de massas iguais, na 
qual a partícula-alvo esteja 
parada, as velocidades finais das 
duas partículas são ortogonais 
entre si. Isso pode ser deduzido 
das Equações 8.21 e 8.22. 


As Equações 8.21 e 8.22 mostram que as velocidades v, y €y; 
que equivale a dizer 


y São ortogonais entre si, » 


m 
TES (8.23) 
$ 2 


Este resultado é muito familiar aos jogadores de bilhar e sinuca. Na verdade, as bolas de 
bilhar podem ter um movimento de rotação, ao qual está também associada uma energia 
cinética, conforme veremos no Capítulo 9 (Rotação de corpos rígidos / Parte A). Entretanto, 
pelo fato de as bolas serem polidas e, portanto, apresentarem atrito mútuo desprezível, a 
força entre as bolas durante o contato tem direção radial. Sendo assim, contrariamente ao que 
pensam muitos jogadores, que acreditam ser capazes de transferir “efeito” (rotação) à 
bola-alvo, a rotação das bolas não se altera durante a colisão. Portanto, o valor da energia 
cinética de rotação é o mesmo antes e depois da colisão, e desaparece da equação que 


exprime a conservação da energia. Assim, a Equação 8.23 vale mesmo quando a bola- 
projétil tem rotação. 
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Exercicios e problemas 


8.1E A Figura 8.7 mostra um bloco na iminência de colidir 
com uma mola. A variação temporal da força de colisão é mostra- 
da na Figura 8.8. No instante 1 = 0, o bloco inicia o contato com 
a mola, e este contato se desfaz no instante t = T. A função F(t) 
é dada por 


Faja en (=) onde 7 = E 
E T k 


A) Calcule o impulso dado ao bloco na colisão. B) Calcule a 
velocidade final do bloco. C) Calcule valor da força F quando no 
ponto de retorno do bloco. 


Figura 8.7 
(Exercício 8.1). 
Fo) 
Figura 8.8 
0 Tt (Exercício 8.1). 


8.2P Uma bola de massa m colide com uma parede como se 
vê na Figura 8.9. Sabendo-se que a bola perde metade de sua 
energia cinética na colisão, calcule o impulso que a parede trans- 
mite à bola, em termos de mv, 


M 


T 


Figura 8.9 
(Problema 8.2). 


8.3P Uma nave de massa igual a 300 kg, com velocidade de 
40,0 km/s em relação ao Sol, faz uma colisão com Marte (velo- 
cidade orbital de 24,1 km/s). A nave se aproxima de Marte com 
velocidade oposta à do planeta e o contorna, adquirindo veloci- 
dade final paralela à dele. Tomando o referencial do Sol: A) qual 
é a velocidade da nave após a colisão e B) qual é o módulo do 
impulso recebido pela nave na colisão? 

8.4P A Figura 8.10 mostra um esquema do pêndulo balístico, 
que pode ser utilizado para medir a velocidade de um projétil, 
Por exemplo uma bala. Esta, com massa m e velocidade v, atinge 
um bloco de massa M, suspenso por um fio, e fica incrustada 
nele. Observa-se o ângulo máximo 6 alcançado pelo pêndulo. 
Calcule a velocidade v em função das outras variáveis do siste- 
ma. 


Figura 8.10 
(Problema 8.4). 


8.5P Uma bola de massa m e velocidade v colide frontalmen- 
te com outra bola de massa M. Na colisão, uma fração f da ener- 
gia mecânica do sistema é transformada em calor. Calcule as 
velocidades finais das duas bolas. 

8.6P Resolva o problema da colisão entre uma nave e um 
Planeta, tratado na Seção 8.5, no referencial em que a nave está 
parada. Nesse caso, você estará usando o segundo limite da 
colisão, ou seja, a partícula 2 tem massa desprezível. 

8.7P Uma molécula de oxigênio (O,), inicialmente à velocida- 
de 1000 m/s, colide frontalmente com outra molécula de oxigé 
parada. Antes da colisão, uma das moléculas estava em um estä- 
do de vibração, cuja energia é 3,09x10-º J. Com a colisão, a 
energia contida na vibração é transformada em energia cinética 
de translação das moléculas. Sendo 5,31x107º kg a massa da 
molécula de O,, calcule as velocidades das duas moléculas após 
a colisão. 

8.8P A) Um corpo de massa m, inicialmente à velocidade v, 
colide com outro corpo parado de massa M e os dois corpos se 
ligam formando um corpo de massa M+m. Mostre que a 
diminuição de energia cinética do sistema é AK = sr Mia v?. 
2M+m 
B) Um corpo de massa M, inicialmente à velocidade -v, colide 
com outro corpo parado de massa m e os dois corpos se ligam 
formando um corpo de massa M+m. Mostre que a diminuição de 
energia cinética do sistema tem o mesmo valor AK encontrado 
anteriormente. 

8.9P Duas partículas, de massas m, e m,, colidem frontal- 
mente e de forma elástica com velocidade relativa v. Calcule as 
velocidades das duas partículas: A) no sistema de referência em 
que a partícula 2 está inicialmente parada; B) no sistema ligado 
ao centro de massa. 


Figura 8.1 
(Exercício 8.10). 


8.10E Dois prótons, movendo-se com velocidade relativa 
2v, caminham para uma colisão frontal, como mostra a Figura 
8.11. A energia potencial entre as duas partículas, decorrente da 
força de repulsão elétrica, vale V(x) = 2,32x10* Jm/x, onde x é a 
separação entre os centros das partículas. Sabendo-se que cada 
partícula tem massa de 1,67x107 kg e v = 5,27x10º m/s, calcule 
distância mínima entre as partículas. 


carecas 


paer re 
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8.11P Resolva o Exercício 8.10 no referencial em que um dos 
prótons está parado antes da colisão. A) A distância mínima na 
colisão sofre alguma alteração com a mudança de referencial? B) 
Calcule as velocidades dos dois prótons no instante de aproxi- 
mação máxima. 

8.12E Uma bola de sinuca tem colisão elástica com outra 
bola idêntica e sofre um desvio de 30º em sua trajetória. Que 
fração de sua energia cinética é transferida para a bola-alvo? 


8.13P Uma estrela de massa m e velocidade v colide com 
outra estrela de massa 2m, inicialmente parada, de forma que as 
estrelas não entram em contato físico. A estrela incidente sofre 
um desvio de 45º em sua trajetória. Levando em conta que a 
força entre as estrelas é atrativa, faça um diagrama análogo ao 


da Figura 8.5 do texto para a presente colisão. 

8.14P Uma partícula colide elasticamente com outra idênti- 
ca, inicialmente parada. Qual é o desvio angular máximo que a 
partícula pode sofrer em sua trajetória? 

8.15P Uma bola de sinuca movendo-se à velocidade de 
5,00 m/s colide com outra idêntica e sua trajetória sofre um 
de 30º. A) Qual é a sua velocidade imediatamente após 
io? B) Qual é a velocidade da bola-alvo imediatamente 
após a colisão? 

8.16P Refaça esquematicamente a Figura 8.5 para o caso em 
que a interação entre as partículas 1 e 2 seja atrativa para distân- 
cias maiores e repulsiva para pequenas distâncias, como mostra 
a Figura 8.2. 


9 


Rotação de corpos rigidos 


Parte A 
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Corpo rígido 
é um sistema no qual a distância 
entre duas quaisquer das suas 
partículas não se altera. 
—a 


= 


Translação de um corpo rígido 
é um movimento no qual duas 
partículas quaisquer do corpo 
percorrem trajetórias paralelas. 

= 


Emma 


Rotação de um corpo rígido 
é um movimento no qual pelo 
menos uma partícula do corpo 


fica imóvel. 
Ea SEN 


Seção 9.1 Graus de liberdade de um corpo rigido 


Para descrever completamente a posição de um sistema de N partículas são necessárias 
três coordenadas para cada partícula, dando um total de 3N coordenadas. A cada coordenada 
corresponde um modo distinto de mover o sistema, na linguagem técnica, um grau de liber- 
dade do sistema. O sistema de N partículas tem, portanto, 3N graus de liberdade. Muitos 
sistemas de partículas, entretanto, têm vínculos que na prática diminuem o seu número de 
graus de liberdade. Um ponteiro de relógio de parede, por exemplo, é um sistema de partícu- 
las que tem um único modo de se mover e, portanto, tem um único grau de liberdade. O 
mesmo ocorre com o pêndulo do relógio. Em ambos os casos, basta dizer um ângulo para 
descrever a posição do sistema. Um tipo muito importante de sistema de partículas com 
vínculos é o corpo rígido. Por definição, corpo rígido é um sistema no qual a distância entre 
duas quaisquer das suas partículas não se altera. O sistema é indeformável. Corpo rígido é 
uma idealização, uma vez que todos os corpos se deformam. Entretanto, para fins práticos, 
muitos corpos podem ser tratados como se fossem rígidos. 


Um corpo rígido tem somente seis graus de liberdade, como se verá a seguir. Se fixarmos 
a posição das partículas A e B, ao corpo restará unicamente um movimento, que é a rotação 
em torno do eixo que passa por A e B. Uma vez que a definição da posição dos pontos A e B 
requer seis coordenadas e a rotação em torno de um eixo fixo é descrita por uma coordenada, 
com sete coordenadas fica definida a posição do corpo. Entretanto, as seis coordenadas que 
definem a posição das partículas A e B não são todas independentes, porque a distância entre 
elas é fixa. Esta condição fornece uma equação ligando as coordenadas de A e B, e uma das 
seis coordenadas pode ser assim expressa em termos das outras cinco. Portanto, são seis 
coordenadas independentes. 


Figura 9.1 


Translação de um corpo rígido. 
As partículas A e B percorrem 
trajetórias paralelas. 


A nossa próxima meta é entender os seis graus de liberdade do corpo rígido em termos de 
movimento. Consideremos o movimento que leva o corpo de uma dada posição para outra 
posição genérica. Como consideração preliminar, deve-se notar que se definirmos a posição 
de três pontos A, B e C não-colineares, a posição do corpo estará totalmente definida. Posto 
isto, primeiro temos que transladar o corpo. Na translação, todas as partículas do corpo 
seguem trajetórias que são paralelas umas às outras, como ilustrado na Figura 9.1, onde as 
trajetórias de A e B são mostradas. O segmento que une dois pontos quaisquer do corpo 
sempre se mantém paralelo à direção original. Com a translação podemos colocar um ponto 
A previamente escolhido na posição final. O vetor-deslocamento do ponto A até sua posição 
final contém três variáveis. Só nos restam agora os movimentos que mantêm o ponto A fixo. 
Os movimentos de um corpo rígido que deixam fixa pelo menos uma de suas partículas são 
denominados rotação. Portanto, devemos agora levar os pontos B e C a suas posições finais 
por movimentos de rotação do corpo. Seguindo o nosso procedimento, a meta agora é 
colocar o ponto B na sua posição. O ponto se moverá sobre a superfície de uma esfera cujo 
raio é a distância AB. Para levá-lo ao seu destino final, são necessárias duas rotações. Por 
exemplo, podemos fazer uma rotação do tipo longitude e depois outra rotação do tipo latitude. 
Uma vez fixadas as posições de A e B, o corpo só pode ser girado em torno do eixo que passa 
por A e B. Com este giro, o ponto C será finalmente colocado em sua posição final. Vê-se 
assim que os seis graus de liberdade do corpo rígido se decompõem em três graus de translação 
etrês graus de rotação e qualquer movimento do corpo pode ser substituído por uma translação 
pura mais uma rotação pura. 


= q— 
O vetor de rotação aponta para 
o lado do qual a rotação é vista 
no sentido anti-horário. 
AE 
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Seção 9.2 Descrição vetorial das rotações 


Uma rotação em torno de um eixo fixo pode ser descrita como se fosse uma grandeza 
escalar. Consideremos, por exemplo, a rotação de um ponteiro de relógio ou de um disco de 
música. Basta dizer o quanto o sistema rodou e em que sentido. Portanto, é suficiente infor- 
mar um número real, positivo ou negativo. Podemos, entretanto, descrever a rotação como 
um vetor. O módulo do vetor é o ângulo de rotação em dadas unidades, por exemplo, em 
radianos. À direção do vetor é a do eixo de rotação. Supondo que o mostrador do relógio esteja 
na horizontal, a rotação dos ponteiros ocorre em um eixo vertical. O sentido do vetor é 
matéria de convenção. O sentido da rotação dos ponteiros do relógio é definido como neg:- 
tivo, isto é, para baixo. A convenção geral para o sentido da rotação é a de que o vetor de 
rotação aponta para o lado do qual a rotação é vista no sentido anti-horário. 


Vê-se que esta convenção é equivalente à regra da mão direita, usada para definir o 
sentido do produto vetorial de dois vetores, enunciada no Capítulo 3 (Caráter tensorial das 
grandezas físicas). Ao se fechar a mão direita, o movimento dos quatro dedos menores tem 
o sentido anti-horário, quando visto do lado para onde aponta o polegar. A conveniência de se 
descrever a rotação como vetor fica mais evidente no caso geral em que não haja um eixo 
fixo e somente um ponto fixo. Isto é o que ocorre, por exemplo, na rotação de um pião. A ponta 
do pião é um ponto fixo, o que é suficiente para descrever o movimento como rotação pura. 
Entretanto, o pião não tem um eixo fixo de rotação. A cada instante ele gira em torno de uma 
direção, e esta é a direção do vetor de rotação. 

A conceituação da rotação como vetor envolve um elemento de sutileza que necessita ser 
discutido. A Figura 9.2 mostra o efeito de duas rotações consecutivas de um objeto, e: 
torno de dois eixos ortogonais. Uma rotação, que designaremos aqui pelo símbolo R (5), 
gira o objeto de *4 em torno do eixo x. A outra rotação, designada pelo símbolo R, (5) 
gira-o de 7⁄4 em torno do eixo z. Vê-se imediatamente que 


R.(5) seguida de R,(5) *R,(5) seguida de R (4). (9.1) 
R, R, 
d Figura 9.2 
3 A linha de cima mostra um 
E dado sendo girado de 90º 


em torno do eixo z 
(operação R ) e, em 
seguida, girado de 90º em 
torno do eixo x (operação 
R). A linha de baixo 
mostra as duas operações 
sendo realizadas em ordem 
permutada. Nota-se que a 
posição final do dado 
depende da ordem em que 
as rotações são realizadas. 


A regra mostrada pela Equação 9.1 é bem distinta da obtida para deslocamentos lineares, 
ou seja, translações. No caso de deslocamentos (lineares), a operação deslocamento a segui- 
do de deslocamento b corresponde ao deslocamento a + b. Uma vez que a soma vetorial é 
comutativa, a ordem dos deslocamentos não altera o resultado. No caso de deslocamentos 
angulares, tem que se construir outra álgebra para descrever matematicamente as operações. 
Esta álgebra não é comutativa, nem a operação “seguido de” é uma operação de soma. Os 
deslocamentos angulares são grandezas de natureza distinta dos deslocamentos lineares. 
Aquelas não são grandezas vetoriais. Considere, porém, que em vez de girarmos o objeto de 
7⁄4 , façamos rotações consecutivas de um ângulo 8 muito pequeno em torno dos eixos x e 
z. Neste caso iríamos observar que a diferença entre os dois termos na Equação 9.1 seria 
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uma rotação de um ângulo 6 ?, o qual pode ser desprezado em relação a 6 . Portanto, 
rotações infinitesimais são operações que comutam. Inverter a sua ordem resulta em uma cor- 
reção infinitesimal de ordem superior. Podemos assim manipular deslocamentos angulares infi- 
nitesimais como vetores. 


Seção 9.3 Velocidade angular 


Uma vez que deslocamentos angulares infinitesimais são vetores, podemos diferenciar e 
derivar tais deslocamentos com as regras convencionais do cálculo vetorial. A velocidade 
angular é o vetor definido por 

do 
ceu 92 

a (9.2) 
O módulo de q é a taxa de variação do ângulo com o tempo. Sua direção é a do eixo 
instantâneo de rotação e seu sentido é dado pela regra do relógio. 

> Exemplo 9.1 Calcule o vetor-velocidade de rotação da Terra em torno de 
seu eixo. 


Solução A Terra completa uma revolução a cada 23h56min (dia sideral). 


Ê | O módulo da velocidade angular é 
E 
r, | E 2x rad E 6,28 rad =7,289x10% rad, 
| Id 86160 s s 
A direção de q é a do eixo de rotação da Terra, e o seu sentido aponta 
| para o norte. 


Por que o dia sideral (intervalo de tempo entre duas passagens de uma dada 
estrela fixa pelo meridiano) é menor do que o dia solar? 


Seção 9.4 Momento de inércia 


Consideremos um corpo rígido girando em torno de um eixo fixo com velocidade angular 
æ, tal como se move um disco de música. Cada partícula do corpo percorrerá um círculo 
cujo raio é a sua distância até o eixo de rotação. O módulo da velocidade de cada partícula 


será dado por 

v=0p, (9.3) 
onde p é a sua distância até o eixo. A energia cinética do corpo será 

2 - RE 
K=Simv/=Dimw'p/. (9.4) 
i í 

Os fatores fixos podem ser postos em evidência no último termo da Equação 9.4 para se 
obter 

K=} Emp’. (9.5) 

i 


O somatório que aparece na Equação 9.5 é uma propriedade fixa do corpo para o referido 
eixo de rotação. Portanto, é conveniente destacá-lo e dar-lhe um nome e um símbolo distin- 
tos. Ele é denominado momento de inércia do corpo em relação ao dado eixo e seu símbolo é 
a letra I. Escreve-se 
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1=Smp;. (9.64) 


Expressões equivalentes Te Jo?dm, (9.6B) 
para o momento de inércia 
onde a Equação 9.6B se aplica para o caso em que o corpo seja tratado como um contínuo. 
A Equação 9.5 pode ser agora escrita na forma compacta 


K=llo?. (9.7) 


Observa-se que o momento de inércia aparece na expressão para a energia cinética de 
rotação de forma análoga à da massa na expressão para a energia cinética de translação. A 
massa é a inércia que o corpo apresenta para a translação. Veremos mais adiante que o 
momento de inércia é a inércia que o corpo apresenta para a rotação. 


Þ Exemplo 9.2 Calcule o momento de inércia de uma porta de largura D e 
massa M em relação ao eixo que passa pelas dobradiças. 


Solução Para fazer a integração indicada na Equação 9.6B, dividiremos a 
porta em fatias verticais de largura infinitesimal dx, em que as 
coordenadas x têm origem no eixo de rotação, como mostra a Figura 
9.3. A diferencial da massa dm é a massa das fatias, dada por 


dm= M a 
D 
Uma vez que p = x, pode-se escrever 


D 
I=% [de= IMD. 
D3 


Figura 9.3 
Para o cálculo do 
momento de inércia de 
uma porta, ela é dividida 
em fatias verticais. 


Þ Exemplo 9.3 Calcule a energia cinética da porta quando a sua velocidade 
angular é 10,0 rad/s, sabendo-se que sua massa e sua largura são, respec- 
tivamente, 50,0 kg e 0,800 m. 


Solução O momento de inércia da porta é 
2 
1=4x50 Nº x0,64m? = 10,7 Nms?. 
m 
Sua energia cinética será então 


K =}x10,7 Nms?x1005? =5,35x10º J . 


Note-se que a unidade rad não aparece nos cálculos. Tal fato ocorre 
porque rad é grandeza adimensional. A velocidade angular da porta pode 
ser escrita simplesmente como 10/s. 
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Definição de momento 
angular de uma partícula de 
momento linear mv 


Seção 9.5 Momento angular 


Nossa próxima meta é identificar a grandeza associada à rotação que possa exercer um 
papel análogo ao do momento linear na translação. Como na rotação sempre há pelo menos 
um ponto fixo, é natural que tal grandeza também se refira a um dado ponto. Consideremos 
portanto uma partícula em movimento e um ponto O. A massa da partícula é m e sua veloci- 
dade é v, em um referencial em que O esteja em repouso. A posição da partícula em relação 
ao ponto O é dada pelo vetor r. O momento angular da partícula em relação ao ponto O é a 
grandeza l definida por 


l=rxp=rx mv. (9.8) 


Figura 9.4 


Uma partícula de momento 
linear mv, na posição rem 
relação ao ponto O. Seu 
momento angular em 
relação ao ponto O é dado 
pela Equação 9.8. 


Como se vê na Figura 9.4, | é igual ao produto de p = mv pela distância b entre o ponto O e 
a reta definida por p. A direção de l é perpendicular ao plano que contém r e p. O sentido de 
Lé dado pela regra da mão direita ou, equivalentemente, pela regra do relógio: l aponta para o 
lado do qual se vê a partícula contornando o ponto O no sentido anti-horário. No caso 
específico da Figura 9.4, I aponta para fora do papel. 

Consideremos um caso particular muito importante, o de uma partícula em movimento 
circular uniforme em torno de um eixo, que definiremos como eixo Oz. A Figura 9.5 mostra 
a partícula de massa m girando em torno do eixo Oz. As coordenadas x, y e z da partícula e 
sua velocidade podem ser expressas em termos de outras coordenadas mostradas na figura: 

r=ix+jy+kz 

x= p coso 

y=pseng 

v, =—0p seng 


v, =-—0p cosp 


v=o 


Figura 9.5 


Partícula girando em torno 
doeixo Oz. A figura indica 
as variáveis necessárias 
para o cálculo do momento 
angular da partícula em 
relação ao ponto O. 


O momento angular da partícula em relação ao ponto O será então 


i f E i j k 
l=mx y zļ=mwļ|pcosp psenp z 
Ve Vy Va -psenp pcosp O 


E. 


O momento de inércia 
desempenha na rotação um 
papel análogo ao da massa na 
translação. 
Eae 


Definição de torque 


Segunda lei de Newton 
aplicada à rotação 
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1 =-mozp (icosq + jseng) + mop?k 
Uma vez que p = ipcosq + jpsenq , obtemos finalmente 
1=-mwzp + mæp’k. (9.9) 
A Equação 9.9 mostra que o momento angular tem uma componente paralela ao eixo, que se 


mantém fixa durante o movimento, e outra componente perpendicular ao eixo que gira junto 
com a partícula. Esta última componente sempre aponta da partícula para o eixo. 


9.5.1 Momento angular de um corpo rigido 


Consideremos o movimento de rotação mais simples de um corpo rígido, a rotação uni- 
forme em torno de um eixo fixo Oz. Todas as partículas do corpo terão movimento circular 
uniforme em torno do referido eixo. O momento angular total será a soma dos momentos 
angulares de suas partículas, dados por expressões análogas à Equação 9.9: 


L=05mz p+okS mp). (9.10) 
É i 
O momento angular dado na Equação 9.10 tem duas componentes, uma fixa paralela ao eixo 
(componente L ) e outra perpendicular ao eixo, a qual gira juntamente com o corpo (compo- 
nente Lj). No momento nosso interesse se concentra na componente L, dada por 
L.=I0=0Smp;. (9.11) 
i 
Vê-se então que o momento angular é, na rotação, a grandeza análoga ao momento linear. A 
Equação 9.11 é perfeitamente análoga à equação p = mv. Portanto, como sugerido pela 
Equação 9.7, o momento de inércia desempenha na rotação um papel análogo ao da massa na 
translação. 


Seção 9.6 Torque 


Derivando a Equação 9.8 em relação ao tempo, obtém-se 


di d dr dp 
—=—(rxp)=—xp+rx =. (9.12 
dt z P) dt Pa dt o 


O termo v x p que aparece no lado direito da Equação 9.11 é nulo, uma vez que os dois 
vetores são paralelos. Aplicando a segunda lei de Newton ao último termo da equação, ob- 
tém-se 


di =rxF. (9.13) 
dt 
A grandeza do lado direito da Equação 9.13 é denominada torque da força. Percebe-se ime- 
diatamente que o torque desempenha no movimento de rotação o papel análogo ao da força 
no movimento de translação. A Equação 9.12 exprime a segunda lei de Newton para o 
movimento de rotação. O torque é, em geral, designado pela letra grega T: 


t=rxF, (9.14) 
Ei (9.15) 
dt 


O torque é um pseudovetor. Seu módulo é dado por 


t= rFsenð, (9.16) 
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onde O é o ângulo entre a força e o vetor r. A sua direção e sentido são definidos pela regra 
da mão direita convencionada para o produto vetorial de vetores. A Figura 9.6 ilustra uma 
força e seu torque em relação ao ponto O. 


Figura 9.6 


Esquema mostrando o 
torque de uma força F em 
relação ao ponto O. 


A segunda lei de Newton para a rotação pode ser facilmente estendida para o caso do 
movimento de um corpo rígido girando em torno de um eixo fixo Oz. A componente z do 
torque externo é o produto da componente horizontal F, (no plano xy) da força pela distância 
p do ponto de aplicação da força ao eixo de rotação. Das Equações 9.11 e 9.15, obtém-se 


1 =r =Fp. (9.17) 

Na vida diária temos conhecimento intuitivo de que no movimento de rotação o que 
interessa é o torque, e não a força. Como vemos na Figura 9.7, ao movimentar uma porta 
para abri-la ou fechá-la instintivamente aplicamos a nossa força o mais distante possível do 
eixo de rotação. Se quisermos derrubar uma estaca fincada verticalmente no chão, certamen- 
te a forçaremos na parte superior com uma força horizontal. Sempre tentamos tirar proveito 
do princípio da alavanca. A distância do ponto de aplicação da força ao eixo do movimento 
é o conhecido braço da alavanca. Para forças ortogonais ao braço da alavanca, o torque é o 
produto da força pelo braço da alavanca. 


towan 


Figura 9.7 
Ao abrirmos uma porta, 
sabemos, por experiência, que 
F, devemos aplicar a força em algum 
T ponto distante do eixo de 
= a rotação. Isso reduz a força 
necessária para a operação. 


Þ Exemplo 9.4 Reconsiderando a porta do Exemplo 9.3, calcule sua acelera- 
ção angular se aplicarmos à extremidade livre uma força de 20 N perpen- 
dicular ao plano da porta. 


Solução O torque aplicado tem módulo dado por 
T=0,80mx20N=16Nm, 


e a aceleração angular será 


A unidade de a é rad/s?. Entretanto, rad é um número puro e por isso à 
| unidade não aparece durante o cálculo. 


== 


Asforças internas 
de um sistema resultam 
em um torque total nulo. 
ed 


Pe 


O momento angular total de 


um sistema isolado é constante. 


= A 
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Seção 9.7 Conservação do momento angular 


Ao estudarmos o movimento de rotação de um corpo rígido, ignoramos inteiramente as 
forças internas deste. É claro, porém, que quando abrimos ou fechamos uma porta, a força 
que nela aplicamos em um dado ponto tem que ser comunicada a todas as suas partículas 
para que elas se ponham em movimento. Aparecem, portanto, forças internas provenientes 
da rigidez da porta. São forças de vínculo, como se diz tecnicamente. Nossa meta agora é 
justificar a desconsideração dessas forças. 

As forças internas de um determinado sistema sempre aparecem em pares de ação e 
reação. Cada par de forças de ação e reação atua na mesma linha de ação. Vê-se que porisso 
cada par resulta em um torque nulo em relação a qualquer ponto. Pode-se então enunciar o 
princípio inteiramente geral: as forças internas de um sistema resultam em um torque total 
nulo. 

Portanto, definindo o torque total T e o momento angular total L do sistema de partículas 
por 


T=5 (9.18) 


L=DL, 


F 
onde o somatório se estende a todas as partículas i do sistema, e aplicando a lei expressa pela 
Equação 9.15 para o sistema, obtém-se 


dL dl, 
LL E Er +E tim To = 
gg 


= (9.19) 
dt îi 


Vê-se assim que a taxa de variação do momento angular L do sistema é igual ao torque 
aplicado pelas forças externas sobre o mesmo. Em um sistema isolado, este torque é nulo. 
Podemos assim enunciar a lei da conservação do momento angular: o momento angular 
total de um sistema isolado é constante. 


Tomemos como exemplo o sistema solar. No estudo do movimento dos planetas e seus 
satélites, o sistema pode ser tratado como isolado. Os planetas se perturbam mutuamente, e 
suas velocidades e as de suas luas são afetadas por isso. Porém, o sistema como um todo 
tem momento angular constante. A lei da conservação do momento angular é uma das leis 
fundamentais mais importantes. Sua validade extrapola os limites da mecânica newtoniana e 
da própria física clássica. Tal lei decorre da isotropia do espaço. No Capítulo 10 (Rotação de 
corpos rígidos / Parte B) veremos como isso pode ser entendido para o caso da mecânica 
newtoniana. 


Seção 9.8 Fenômenos decorrentes da conservação 
do momento angular 


Muitos fenômenos da Natureza, alguns familiares a todos nós, decorrem diretamente da 
lei da conservação do momento angular. Vários deles se referem a sistemas que alteram o seu 
momento de inércia enquanto nenhum torque é aplicado sobre eles. Um exemplo muito 
familiar é o da patinadora no gelo que, girando com os braços abertos, repentinamente os 
fecha. As forças da gravidade e da ação normal da superfície do gelo não exercem torque 
sobre o corpo da patinadora, portanto o seu momento angular só é afetado pela força de 
atrito, de torque muito pequeno. O momento angular é quase constante. Ao fechar os bra- 
gos, a patinadora reduz o seu momento de inércia do valor Z, para o valor 1, Conclui-se que 


(9.20) 


Portanto, a velocidade angular da patinadora aumenta, como ilustrado na Figura 9.8. 
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E 


O movimento de rotação da 
Terra também gera uma 
contribuição para o redemoinho 
da água na pia. Entretanto, esta 
contribuição em geral é 
pequena, comparada ao efeito 
observado. 

AE 


Fenômeno semelhante ocorre durante saltos ornamentais de trampolim. O centro de mas- 
sa do atleta percorre uma parábola no ar. Ao tomar impulso para cima com o corpo inclinado, 
o atleta imprime um momento angular ao seu corpo, o qual gira em torno do centro de massa. 
Enquanto no ar, o atleta encolhe o corpo e os membros, reduzindo o seu momento de inércia. 
Sua velocidade angular então aumenta. Ao se aproximar da água, o atleta se estica ao máxi- 
mo, aumentando o momento de inércia e reduzindo a sua velocidade de rotação. 


0> 0. 
i 


; F 


e 


Figura 9.8 

Uma patinadora no gelo gira com 
velocidade angular 0) . 
Repentinamente, ela fecha os 
braços e junta os pés. Com isso 
seu momento de inércia diminui 
e pela conservação do momento 
angular sua velocidade angular 
aumenta para o valor o. 


Quando abrimos o esgoto de uma pia inicialmente cheia, percebemos que quando o esgo- 
tamento se aproxima do fim a água inicia um redemoinho de velocidade angular crescente. O 
que ocorre é que o quase inevitável movimento inicial da água sempre resulta em um momen- 
to angular que não é exatamente nulo, o qual permanece constante durante o esvaziamento. 
Quando o volume de água fica muito reduzido, tal momento angular se manifesta na forma 
do redemoinho. 


É no domínio da astrofísica que a conservação do momento angular apresenta algumas 
das suas manifestações mais espetaculares. A começar pela estrutura e movimento do pró- 
prio sistema solar. Supostamente, o sistema se formou a partir da condensação de uma 
nuvem de gás sob a ação da atração gravitacional. Como no caso da água na pia, somente 
uma improvável coincidência resultaria em um momento angular inicial nulo. Em certos 
casos, o momento angular é grande o suficiente para que o gás fique impossibilitado de se 
condensar em um único núcleo central. Parte dele se condensa em planetas, impedidos 
(felizmente) de se aproximar da estrela central. Isso parece ter sido exatamente o que ocor- 
reu na formação do sistema solar. Todos os planetas giram em torno do Sol aproximadamen- 
te no mesmo plano e no mesmo sentido, como se vê no Apêndice G; este é o modo de se 
somar o maior momento angular total. No sistema solar, cerca de 99% do momento angular 
se devem ao movimento orbital dos planetas. Além do mais, os eixos de rotação dos planetas 
e do próprio Sol se alinham aproximadamente com os eixos das órbitas. O alinhamento 
perfeito neste caso não é muito importante, uma vez que somente 1% do momento angular 
está relacionado com este movimento de rotação. Em alguns casos, em que o momento 
angular do gás inicial é suficientemente grande, a condensação resulta em duas estrelas 
(binárias), as quais orbitam em torno de seu centro de massa. Cerca de um terço das estrelas 
da Via-Láctea são binárias. 


Mas este não é o fim do processo de condensação do gás pela ação da gravidade. Após 
esgotar sua energia, as estrelas entram em um processo catastrófico cujo fim é um corpo 
muito menor. O tipo de corpo final depende da massa remanescente. O Sol é candidato a se 
transformar em uma anã branca, aproximadamente com o tamanho da Terra. Com uma 
massa um pouco maior, ele se transformaria em uma estrela de nêutrons, com um raio de 
cerca de 10 km. O Sol, sendo um gás, gira de forma não-rígida. O seu período de rotação no 
equador é mais curto do que na proximidade dos pólos. No equador, o período de rotação é 
de cerca de 26 dias. Além do mais, a densidade de massa no Sol é muito variável, crescendo 
na direção de seu centro. Para uma estimativa grosseira, porém, podemos calcular o momen- 
to angular do Sol como se ele fosse uma esfera uniforme e rígida. Nesse caso, o colapso 


E 


Pulsares 
são estrelas de massa um pouco 
maior do que a do Sol, que pela 
atração gravitacional se 
transformaram em estrelas de 
nêutrons após esgotada a sua 
energia. A estrela de nêutrons 
tem um momento de inércia 10º 
a 10'º vezes menor do que o da 
estrela que a originou, e devido à 
conservação do momento 
angular tem uma velocidade de 
rotação 10º a 10!º vezes maior 
do que o daquela estrela. Tais 
corpos funcionam como um ímã 
gigante girando rapidamente e 
emitindo por isso intensos 
pulsos de radiação 
eletromagnética. 
= 
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gravitacional seria visto simplesmente como uma redução do raio de uma esfera uniforme, 
cuja massa seria a mesma antes e depois do processo. Como o raio do Sol é de 7x10° km, 
a redução do raio seria de um fator f = 7x10*. O momento de inércia varia com o quadrado 
do raio, e portanto se reduziria de um fator f? = 5x10º. Ou seja, 1 = 5x10º1,, e a velocidade 
angular da estrela aumentaria de fator equivalente. O período de rotação da estrela de nêu- 
trons seria 


7. 264 
5x10° 


=0,4ms. 


Há no Universo várias estrelas de nêutrons que giram com período na faixa de milissegundo, 
o que endossa a análise que acabamos de fazer. Analogamente ao caso da Terra, o eixo 
magnético dessas estrelas não está necessariamente alinhado com o eixo de rotação, e a 
estrela funciona como um ímã que gira rapidamente fora de seu eixo. Isso resulta em pulsos 
intensos de radiação eletromagnética que podemos observar aqui na Terra. Tais corpos ce- 
lestes são por isso denominados pulsares. Observa-se que o período dos pulsares é fixo no 
limite da precisão das medidas, com oito algarismos significativos, demonstrando enfatica- 
mente a precisão da lei da conservação do momento angular. 


Figura 9.94 


Partícula com liberdade 
para girar em torno de um 
eixo, em órbita circular de 
raio r. 


Figura 9.9B 


Projeção do movimento da 
partícula mostrada na 
Figura 9.9B no plano da 
órbita. 


Seção 9.9 Trabalho no deslocamento angular 


Consideremos um modelo de corpo rígido muito simples, uma partícula de massa m, 
com liberdade para girar em torno de um eixo a uma distância r, como mostra a Figura 9.9. 
Uma haste de massa desprezível, por exemplo, pode estabelecer o vínculo. Suponhamos 
uma força sempre tangencial forçando o giro da partícula. A força é F e seu torque é t= rF. 
Ao girar de um ângulo d9, a partícula percorre um arco de comprimento ds = rd8. O trabalho 
realizado será 


dW=Fds = Frd0 = tdo. (9.21) 
Considerando a Equação 9.17, obtém-se 
di =1%2 a0 = ido = do do. (9.22) 
dt dt 
O trabalho entre duas posições angulares 6, e 6 é dado por 
Weno =Hw? Lo, (9.23) 


onde œ e q, são as velocidades nas posições 6 e 8, respectivamente. 


142 


=y 


Movimento externo 
de um corpo é o movimento do 
seu centro de massa; 
movimento interno 
é o movimento das suas partes 
em relação ao centro de massa. 
A 


pesa 
Em palavras: a energia cinética 
de qualquer sistema de 
partículas pode ser decomposta 
na energia cinética de translação 
do sistema mais a energia 
cinética originária do seu 
movimento interno. 
= dA 
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Este resultado é uma exigência imediata da lei da conservação da energia mecânica e da 
forma da energia cinética de rotação, Equação 9.7. Ela simplesmente estabelece a igualdade 
entre o trabalho realizado para girar o corpo e a variação da sua energia cinética de rotação. 
Tal igualdade vale para qualquer corpo. Considere agora que o trabalho seja feito por uma 
força conservativa. Nesse caso, podemos definir uma energia potencial associada à orienta- 
ção do corpo. Tomando a orientação inicial 8, como referência, podemos escrever 

8, e 


v(6)= ftdo'=- frao". 
e 


1924) 


8, 
Derivando a Equação 9.24 em relação a 8, obtemos 
ELA (9.25) 
do 


Esta equação é inteiramente análoga à nossa conhecida relação F, = -9V/ dx e às equivalen- 
tes para ye z. 


Seção 9.10 Movimento externo e movimento 
interno 


Com freqüência, é conveniente decompor o movimento de um sistema de partículas no 
movimento de translação do sistema como um todo (movimento do centro de massa) e o movi- 
mento das partículas relativo ao centro de massa. Aquele é denominado movimento externo 
do sistema enquanto este é denominado movimento interno. A velocidade v, da partícula i é 
decomposta na velocidade v_„ de translação do centro de massa mais a sua velocidade v, em 
relação ao centro de massa: 


(9.26) 
Portanto, 
VeV + vt vi (9.27) 
A energia cinética total do sistema será então escrita na forma 
K=Dimv) =E mom +D mom Yr ti mv. (9.28) 


Colocando em evidência os fatores constantes nos somatórios da Equação 9.28, obtém-se 


K=} Ven Em + om (Dmvio) 44 Div 


O primeiro termo do lado direito da equação é a energia cinética K, de translação do 
sistema. O fator entre parênteses no segundo termo é o momento linear total do sistema no 
referencial do centro de massa, já que v, é velocidade em relação àquele ponto. Este é um 
termo nulo: com efeito, o momento linear total do sistema é o produto da sua massa total pela 
velocidade do centro de massa; no referencial do centro de massa esta velocidade é nula. O 
último termo é a energia cinética K, devida ao movimento interno do sistema. Chegamos 
assim ao importante resultado 


(9.29) 


E = Ko t Ka (9.30) 
No caso em que o sistema é um corpo rígido, o único movimento interno possível é o de 
rotação. Nesse caso, pode-se escrever 


K =K pans + Kra =} MV + Lo? 


(9.31) 


] 


e 


Em palavras: o momento angular 
total de um sistema de 
partículas em relação a um dado 
ponto é igual ao momento 
angular devido ao movimento do 
centro de massa mais o 
momento angular em relação ao 
centro de massa. 
Er 
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> Exemplo 9.6 Um ioiô tem massa M e momento de inércia Z. O carretel 
onde se enrola o fio tem raio R. Determine a velocidade do ioiô, solto do 
repouso, após descer uma altura h (Figura 9.10). 


Solução As velocidades de translação e de rotação do ioiô estão ligadas 
pela relação v =% R. Portanto 


K=IMv+llo? Mai. 


A lei da conservação da energia mecânica permite escrever 
I 
Mgh=}(M + RO” i 


2gh 


l+- 
MR 


(a Figura 9.10 
Movimento de um ioiô. 


Um formalismo inteiramente análogo ao que levou à Equação 9.30 conduz ao resultado 


L= Lirans + Lia = MTom X Vom + DM XV (9.32) 
T 


Por exemplo, o momento angular de um planeta em relação ao Sol é a soma do momento 
angular devido ao movimento orbital com o momento angular devido à sua rotação em torno 


do próprio eixo. 


Seção 9.11 Grandezas análogas de translação e rotação 


Vimos até aqui que várias grandezas associadas ao movimento de translação têm sua 
análoga no movimento de rotação. É conveniente organizar todas as analogias em um quadro 
de síntese, como o que se vê a seguir. 
————e.o€e1.o11 


Tabela 9.1 


Grandezas análogas na translação e rotação. 


Translação 


Posição 
Velocidade 
Massa 


Força 


Lei dinâmica 


Momento linear 


Momento linear 


Energia cinética 


Rotação 
x Posição angular 6 
v Velocidade angular o 
M Momento de inércia 1 
p=myv Momento angular l=rxp 
P=My.. Momento angular L,=10 
F Torque T=rxF 
Ka= 1 My? Energia cinética Ka yo? 
Lei dinâmica 
Lei dinâmica 
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Seção 9.12 Caráter pseudovetorial de grandezas 
associadas às rotações 


Nas rotações, os atributos direito-esquerdo são essenciais. Como vimos no Capítulo 3 
(Caráter tensorial das grandezas físicas), essas categorias se invertem mediante uma trans- 
formação imprópria de coordenadas. As grandezas orientadas que têm esses atributos não 
são realmente vetores, e sim pseudovetores. Vê-se, portanto, que as grandezas velocidade 
angular, momento angular e torque são pseudovetores. Entretanto, é notável o fato de que 
todas as equações envolvidas na mecânica ficam invariantes mediante uma transformação 
imprópria. Isso ocorre porque elas têm um caráter tensorial homogêneo. Conforme o le 
poderá verificar, por exemplo na Tabela 9.1, todas as equações têm uma das formas que se 
seguem: 

escalar a = escalar b 

vetor a = vetor b 

pseudovetor a = pseudovetor b, 

e isso garante sua invariância. Essa homogeneidade tensorial é essencial em qualquer equação 
contida em uma teoria em que o espaço é visto como isotrópico e esquerdo e direito são 
equivalentes. Uma lei física descrita por uma equação do tipo 

escalar a = vetor b 
não poderia permanecer válida quando se fizesse uma rotação de coordenadas. E uma lei 
descrita por uma equação do tipo 

vetor a = pseudovetor b 
não se manteria invariante mediante uma transformação imprópria. 


Seção 9.13 Teorema dos eixos paralelos 


Os momentos de inércia de um corpo em relação a dois eixos paralelos E e E, este último 
passando pelo centro de massa, estão relacionados por uma lei simples, como será mostrado 
a seguir. No cálculo do momento de inércia, interessam apenas as coordenadas perpendicu- 
lares ao referido eixo. Sejam p e p' os vetores bidimensionais que definem as posições em 
relação aos eixos E e E', respectivamente, e h o vetor bidimensional que posiciona o eixo E 
em relação ao eixo E', como se vê na Figura 9.11. 


Figura 9.1 

Dois eixos paralelos de rotação de 
um corpo rígido, um deles 
passando pelo centro de massa. 
Existe uma relação matemática 
simples entre os momentos de 
inércia relativos a esses dois eixos. 


As distâncias da partícula i do corpo aos eixos E e E', simbolizadas respectivamente por 
P,e P',, serão relacionadas pela equação 


P?è=P'? +h +2p',-h. (9.33) 
O momento de inércia 7 em relação ao eixo E será 


1= Emp? =Emp'ê +5 mh +2} mph. 038 


E 


Em palavras: para se calcular o 
momento de inércia em relação a 
um eixo qualquer, calcula-se 
primeiro o momento em relação 
a um eixo paralelo passando 
pelo centro de massa. Soma-se a 
este o momento de inércia, em 
relação ao referido eixo, 
calculado como se toda a massa 
estivesse concentrada no centro 
de massa. 

a 


(9.35) 
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Colocando em evidência os fatores fixos, obtém-se 


1=Dmp' + Sm, +2h-(5 m,p'; )- 


O primeiro termo é o momento de inércia em relação ao eixo E'. O último termo é nulo, uma 
vez que o centro de massa está sobre o eixo E'. Portanto, pode-se escrever 


l=1 „+ Mk. (9.36) 
Seção 9.14 Cálculo do momento de inércia de 
alguns corpos 


Faremos a seguir o cálculo do momento de inércia de alguns corpos altamente simétricos 
em torno de um eixo de simetria. 


isco ov cilindro homogêneos, em relação 
ao eixo de simetria (Figura 9.12) 


O elemento de massa dm será 


dm= 2r pap. (9.37) 
aR 
Portanto, 
R M°? 
1=[p'dm=2 |p°dp =} MR? . (9.38) 
o Ro 
Figura 9.12 
Esquema indicando as variáveis 
empregadas no cálculo do 


momento de inércia de um disco 
ou cilindro, em relação ao eixo 
de simetria. 

9.14.2 Disco fino, em relação ao diâmetro (Figura 9.13) 


Pode-se escrever 


M 


dm=——2 R? xi dr. (9.39) 
aR 
M R 
nI =2 2 2jx? NR -x dx. (9.40) 
aR? q 
Fazendo a mudança de variáveis x = Rcosq, obtém-se 
m’ 
I a cos? q- Rsenq-(-Rsenp)dp 
x 
2 (9.41) 
x 
am pa cos? qsen? p-do. 
Me Dm 
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Utilizando o valor tabelado para a integral, 


z 


pinnaa o 
o 16 
obtém-se 
I=}MR°. (9 
E 

Figura 9.13 
Esquema indicando as variás 
empregadas no cálculo do 
momento de inércia de um 
disco fino em relação ao 
diâmetro. 


9.14.3 Casca esférica, em relação ao diâmetro (Figura 9.14 


O elemento de volume será o anel perpendicular ao eixo. Neste caso, 


M 
dm=-— 2mpds . (9. 
4mR? ro 
Tem-se porém 
p= Rsenô, ds = Rd6 . 
Portanto 
x 
1=4 fRtsen'0do . o: 
2Rº 9 
Utilizando o valor tabelado 
ç 4 
Jsen*odo=—. 0: 
> 3 
obtém-se 
1=2MRº. (9.47) 
A l 
| 
—- ses) Dad 
[) 7) Figura 9.14 
Esquema indicando as 
variáveis empregadas no 
cálculo do momento de 
inércia de uma casca esférica 
] em relação ao diâmetro. 


9.14.4 Esfera sólida em relação ao diâmetro 


Se a esfera tem raio R e massa M, podemos decompô-la em cascas esféricas de massa 
M 
4nR? 
Pelo que já vimos, o momento de inércia da casca esférica será 


dm=3 


amdr = = rdr. (9.48) 


di=Zr?dm. (9.49) 


Quadro 9.1 
Momento de 
inércia de 
alguns cor- 
pos sólidos 
simétricos. 
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Portanto, obtém-se 
R 
r=fat=2M friar=2 mR. (9.50) 
Ro 5 


O Quadro 9.1 mostra o momento de inércia de vários corpos em relação a eixos de simetria. 


Haste fina 


Anel fino | 
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Exercicios, problemas e questões 


9.1E Calcule o resultado das operações R,(5)R.(%) e 
R, ($)R, (5) sobre o dado da Figura 9.15. Nota: o produto de 
operações AB significa operação B seguida de operação A. 
Portanto, R,(4)R,(4) significa R,(4) seguida de R, ($). 


Figura 9.15 
(Exercício 9.1). 


9.2E A Lua mostra sempre a mesma face para a Terra. Saben- 
do-se que o período orbital da Lua em torno da Terra é 7,,=27,3 
dias, calcule: A) a velocidade angular orbital da Lua; B) a veloci- 
dade angular de sua rotação em torno do próprio eixo. 

9.3E Considerando a Lua como uma esfera homogênea e 
tomando sua órbita como circular, calcule: A) seu momento an- 
gular total em relação ao centro da Terra; B) sua energia cinética 
total em relação a um referencial fixo na Terra. Trate o problema 
como se a massa da Lua fosse desprezível em relação à da Terra. 

9.4Q Suponha que a Lua no passado tenha tido velocidade 
angular de rotação em torno de seu eixo diferente de sua veloci- 
dade angular orbital. As marés causadas pela Terra sobre a Lua 
seriam então muito intensas. Devido ao calor gerado pelo atrito 
interno das rochas, as marés teriam atuado para diminuir a ener- 
gia mecânica da Lua, sem entretanto diminuir seu momento an- 
gular em relação à Terra. Tente explicar como isso poderia levar 
à igualdade entre aquelas duas velocidades angulares. 

9.5P A Figura 9.16 mostra um disco de massa M e momento 
de inércia / caindo sob o efeito da gravidade. Além da velocida- 
de de queda, o disco tem uma velocidade angular œ. A) Qual é o 
torque que a gravidade exerce sobre o disco em relação a um 
ponto sobre a linha vertical sólida? B) Para qual velocidade v o 
momento angular do disco em relação a um ponto sobre a linha 
sólida é nulo? 


o 
v 
9.6P Um automóvel com massa de 1500 kg passa em uma 
estrada reta à velocidade de 100 km/h. A) Calcule seu momento 
angular em relação a um poste distante 30 m do centro da faixa 
em que o carro transita. B) O carro começa a frear com uma 


aceleração de -8,0 km/s?. Calcule o torque da força de frenagem 
em relação ao poste. 


Figura 9.16 
(Problema 9.5). 


9.7P Calcule o momento de inércia da régua fina mostrada na 
Figura 9.17 em relação ao eixo E. 


Figura 9.17 
(Problema 9.7). 


9.8E A hélice de um helicóptero contém três hastes, cada 
uma com comprimento de 4,0 m e massa de 60 kg. A hélice gira 
com velocidade de 10 giros por segundo. Supondo que a massa 
por unidade de comprimento das hastes seja uniforme, calcule o 
momento angular da hélice. 

9.9E Uma turbina de avião tem, em operação, momento an- 
gular de 3,0x10º kg m?/s. O avião tem um momento de inércia, em 
relação a seu eixo longitudinal passando pelo centro de mass. 
igual a 6,0x10º kg m?. Supondo que a turbina trave repentina- 
mente, parando de girar, qual é a velocidade angular que o avião 
adquire com o acidente? Nota: as turbinas de avião são ligadas 
a ele por um sistema incapaz de resistir ao tranco em um acidente 
deste tipo. Portanto, a turbina desgarra-se do avião e este (se 
tiver outra turbina) fica protegido. 

9.10P O disco visto na Figura 9.18 gira com velocidade q, 
em torno do eixo vertical de simetria. Uma lança, caindo na ver- 
tical, crava-se à distância a do eixo e rotação. Para quanto cai a 
velocidade angular do disco? 


Figura 9.18 
(Problema 9.10). 


9.11P Qual deve ser a massa da tábua no balanço da Figura 
9.19 para que o sistema fique em equilíbrio? 


Figura 9.19 
(Problema 9.11). 
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9.12P* Seja m a massa da tábua do balanço visto na Figura 
9.19. A) Qual é o momento de inércia do sistema em relação ao 
ponto de apoio? B) Qual é a aceleração angular inicial do sistema? 

9.13P Uma haste homogênea de comprimento L equilibra-se 
inicialmente na vertical, apoiada em uma de suas extremidades 
sobre uma superfície plana horizontal. Um pequeno impulso faz 
com que a haste caia, partindo de uma velocidade inicial despre- 
zível. A extremidade de apoio da haste fica imóvel durante a 
queda. Com que velocidade a outra extremidade completa a que- 
da? (Figura 9.20) 


L Figura 9.20 
(Problemas 9.13, 

è 9.14€9.16; 
Questão 9.15). 


9.14P Ainda com referência à haste em queda vista na Figu- 
ra 9.20, supondo que sua ponta de apoio fique imóvel, calcule a 
aceleração angular em função do ângulo 8. 

9.15Q Um paradoxo: quando a haste vista na Figura 9.20 cai 
sem mover o pé de apoio, seu centro de massa se desloca para a 
direita, o que significa que, devido ao atrito, a mesa exerce uma 
força para a direita sobre a haste. Entretanto, ao completar a 
queda, o centro de massa tem velocidade horizontal nula. Por- 
tanto, o impulso dado pela força de atrito é nulo. Discuta. 

9.16P Suponha que a haste vista na Figura 9.20 não sinta 
nenhum atrito com a superfície de apoio e que sua queda inicie 
do repouso a partir da posição vertical. A) Em que ponto cai o 
centro de massa da haste? B) Qual é a velocidade angular da 
haste em relação ao seu centro de massa imediatamente antes 
do fim da queda? 


9.17P A Figura 9.21 mostra uma partícula 1 colidindo lateral- 
mente com outra partícula 2, inicialmente parada. Mostre que se 
as assíntotas das trajetórias das partículas não se encontrassem 
em um ponto comum P, como indicado na figura, a conservação 
do momento angular seria violada. 


Vi; 
a 
Vi 
r nn 
O Figura 9.21 


Yaf (Problema 9.17). 


9.18P Calcule a aceleração linear do ioiô considerado no 
Exemplo 9.6. 

9.19E Calcule o momento de inércia de um cubo homogêneo 
de massa M e aresta a em relação a um eixo passando por uma de 
suas arestas. 

9.20P Um cone homogêneo tem massa M, altura h e base de 
raio R. Calcule o momento de inércia em relação a um eixo per- 
pendicular ao eixo do cone e passando pelo seu centro de mas- 
sa. Sugestão: divida o cone em discos finos perpendiculares ao 
seu eixo, utilize o resultado da Seção 9.14 e o teorema dos eixos 
paralelos. 

9.21P Uma roda de bicicleta tem aro externo com 30 cm de 
raio e massa igual a 800 g, e 72 hastes radiais com massa de 10 g 
cada uma. Supondo que o aro interno tenha massa e raio despre- 
zíveis, calcule o momento de inércia da roda em relação ao seu 
eixo. 


Rotação de corpos rigidos 
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Seção 10.1 Rolamento 


O rolamento é um movimento muito comum na vida diária. É o movimento da roda de um 
automóvel na ausência de deslizamento (derrapagem). É também o movimento de um ioió, 
em parte já analisado no capítulo anterior. 


2v 


Figura 10.1 


Rolamento de um 
uma pista plana. O ponto 
da roda em contato com a 
pista tem velocidade nula. 
u=0 


No rolamento de uma roda, visto na Figura 10.1, o eixo se move com uma velocidade 
dada por 


v=-0R, (10.1) 
onde R é o raio da roda e q é a sua velocidade de rotação. O sinal de menos na equação 
decorre do fato de que velocidade angular no sentido horário é negativa. O ponto de cima da 
roda tem velocidade 

v-@R =2v, (10.2) 
enquanto o ponto de baixo em contato com a pista tem velocidade 


u= v+ @R=0. (10.3) 


Portanto, o ponto de contato da roda com a pista de rolamento está sempre em repouso, o 
que equivale a dizer que não há deslizamento. Se a roda é balanceada, o seu centro de massa 
se situa sobre o eixo de rotação. Seja Oz o eixo de coordenadas paralelo ao eixo da roda, e 
tomemos o sentido positivo apontando para fora do papel. Neste caso, a componente z do 
momento angular em relação ao centro de massa será 


Ln =l, (10.4) 


onde 1 é o momento de inércia em relação ao eixo. O momento angular em relação a um ponto 
qualquer da pista contido no plano de movimento da roda é 


L,=10- MvR . (10.5) 


As energias cinéticas da roda em relação aos referenciais do centro de massa e da pista serão, 
respectivamente, 


Koa =K = to, (10.6) 


Kp = Kaos + Ke = Mv? 41 o? (10:7) 


E 10.1 Uma roda rola em uma pista plana inclinada, sob o efeito da 
gravidade. Calcule a sua aceleração. 
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Solução As forças que atuam sobre a roda estão indicadas na Figura 
10.2. A aplicação da segunda lei de Newton para a translação e para a 
rotação dará, respectivamente, 


| Mgsen9 — F = Ma, 
T=-FR=la=-IE. 
R 


Portanto, a força de atrito será 


RO 
Introduzindo este resultado na primeira equação, obtém-se 


— gsenô 

| E no" 

| Ja 

| MR? 

| Se a roda fosse um anel, por exemplo, teríamos 1 = MR?, e portanto 


a=igsen6- 


Figura 10.2 
Roda rolando em um 
F, plano inclinado, com 
indicação das forças 
atuando sobre ela. 


PExemplo 10.2 Uma bola de sinuca (bola 1) rola sem deslizamento com 
velocidade v, até colidir frontalmente com outra bola idêntica, inicialmen- 
te parada. Calcule as velocidades de translação e de rotação das bolas 
após o choque, supondo que a colisão seja elástica. 


Solução Conforme discutimos no Capítulo 8 (Colisões), as bolas de 
sinuca são muito polidas e rígidas, de forma que o coeficiente de atrito 
entre elas é desprezível. Portanto, a bola 1 não realiza nenhum torque 
sobre a bola 2 e, sendo assim, as velocidades angulares das bolas não 
se alteram durante a colisão. Este fato já está registrado na Figura 
10.3. As leis de conservação do momento linear, do momento angular 
e da energia mecânica permitem escrever 


Mv, =Mv, + Mv, 


1 
2 


Mv, tiw? Mu? tiw? +5Mvj. 


Este par de equações pode ser simplificado para assumir a forma 
VEN + MY 
VV + A 


cuja solução é 


v=0 
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= gm 


Nenhum movimento de rotação 
é transferido na colisão entre 
bolas de sinuca. 
Sd 


p. 


Uma bola de sinuca tem 
rotação dependendo do ponto 
de impacto do taco. 
pres 


Figura 10.3 


Colisão frontal de 
uma bola de sinuca 
emrolamento com 
outra bola parada de 
menor massa. Note- 
se que no Exemplo 
10.2 as duas bolas 
têm massas iguais. 


M, >M, 


Tem-se assim um fato curioso. A bola 1 mantém toda a sua velocidade de rotação, não 
transmitindo nenhuma rotação à bola 2; por outro lado, porém, transmite toda a sua veloci- 
dade de translação à bola 2. Portanto, a bola 1 tem inicialmente momento linear e momento 
angular. Com a colisão, ela retém todo o seu momento angular e transmite todo o momento 
linear para a bola 2. Estes fatos estão ilustrados na Figura 10.4. 


Figura 10.4 

Colisão frontal de uma bola de 
sinuca em movimento de 
rolamento com outra bola 
parada de igual massa. Observe- 
se que a bola inicialmente em 
movimento transmite todo o seu 
momento linear à bola-alvo, sem 
contudo transmitir a esta 
nenhum momento angular. 


M =M, 


Devido ao forte atrito das bolas com o pano da mesa, a bola 1 é rapidamente recolocada 
em movimento de translação, até que seu movimento seja de rolamento, enquanto a bola 2 
reduz sua velocidade de translação e adquire rotação, até que seu movimento também seja de 
rolamento. Isso ocorre com muita rapidez, e em geral não é notado pelo jogador, o qual tem 
a impressão de que a bola 1 continua em movimento de translação exatamente após o cho- 
que. Entretanto, um grande jogador de sinuca tem que conhecer bem a segiiência dos movi- 
mentos para obter controle do movimento da bola 1. 

A Figura 10.5A mostra vários tipos de rotação horizontal que se pode dar à bola 1, depen- 
dendo da forma como ela é batida com o taco. 


OR= Vv, OR> vo 
ES ZE N 


E Sa 
=É 
a 


Na Figura 10.5B são mostrados os movimentos das bolas 1 e 2 logo após a colisão e 
também após ambas as bolas atingirem o estado de rolamento. Outras variações de jogadas 
são também possíveis, batendo-se o taco em ângulos maiores ou menores do que 90º, de 
forma a dar “efeito” na bola 1, ou seja, rotação vertical ou oblíqua. Dessa forma, mesmo em 
colisão frontal, a bola 1 terá trajetória curva para um lado após a colisão. Considerando-se 
ainda que a colisão mais geral não é frontal, vê-se que o comportamento da bola 1 após a 


Y 
Figura 10.5A 


Formas diversas de rotação que se pode imprimir a uma bola. 


gs 


Eixo balanceado de um corpo 
rígido é um eixo tal que, quando 
o corpo gira em torno dele, o 
segundo termo da Equação 
10.8B é nulo, e 
consegientemente o momento 
angular é paralelo ao eixo de 
rotação. Uma roda de carro, uma 
hélice ou uma turbina de avião 
etc. devem girar em torno de um 
eixo balanceado. 
paros 


—w 


Ao girar em torno de um eixo 
balanceado com velocidade 
angular constante, um corpo tem 
momento angular constante. 
Portanto, o torque aplicado ao 
mesmo é nulo e o corpo pode 
girar totalmente livre de forças. 
Sees 


colisão pode ser extremamente variado. Segundo o grande campeão Steve Davis, o vence- 
dor de uma disputa é em geral o que melhor controla o movimento da bola 1 após a colisão. 
A física pode ajudá-lo a melhorar seu jogo! 
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Logo após colisão Atingido o rolamento 


e A 


Figura 10.5B 


Movimento das bolas de sinuca logo depois da colisão e após atingir o movimento de rolamento, em uma 
colisão frontal de uma bola-projétil com uma bola-alvo inicialmente parada. Três tipos distintos de 
movimento inicial da bola-projétil são considerados. As bolas têm a mesma massa. 


Seção 10.2 Eixo balanceado 


No capítulo anterior, vimos que o momento angular de um corpo rígido girando em torno 
de um eixo fixo Oz é expresso por 


L= kobmp? -w Emzp, . 


(10.84) 


L=Ko-wDmzp. (10.8B) 

O segundo termo da Equação 10.8B gera uma componente do momento angular que é 
perpendicular ao eixo de rotação. Tal componente, que será designada por L, gira no plano 
xy com a mesma velocidade angular do corpo. Portanto, o momento angular do corpo não é 
constante. Isso significa que um torque tem que ser aplicado continuamente no sistema para 
manter a velocidade de rotação constante. A análise do movimento na verdade mostra que a 
direção do torque requerido é também variável no tempo. O torque é aplicado pelo sistema de 
vínculos que mantém o eixo fixo. Diz-se nesse caso que o eixo é não-balanceado. 

Percebe-se facilmente que o termo variável do momento angular desaparece se o corpo 
estiver girando em torno de um eixo de simetria. Imagine que o corpo seja invariante me- 
diante uma dada rotação em tomo do eixo Oz. Isso significa que o momento L, dado pelas 
Equações 10.84 e 10.8B, também deve ficar inalterado mediante tal rotação. Portanto, É 
deve ser paralelo ao eixo Oz, o que implica a nulidade do último termo nas Equações 10.84 
e 10.8B. Nesse caso, o eixo é dito balanceado. Nossa argumentação leva ao importante 
resultado: ao girar em torno de um eixo balanceado com velocidade angular constante, 
um corpo tem momento angular constante. Portanto, o torque aplicado ao mesmo é nulo e o 
corpo pode girar totalmente livre de forças. 

Uma roda de carro é altamente simétrica, o que faz com que o eixo de rotação seja 
balanceado. O seu giro é então suave e não força o sistema de vínculos. Imperfeições na 
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Em 


Qualquer corpo tem pelo menos 
três eixos balanceados 
perpendiculares entre si. 
EA o 


— m 
Para efeito de inércia de 
rotações em torno do centro de 
massa, qualquer corpo rígido 
pode ser substituído por um 
outro corpo na forma de 
paralelepípedo. 


ps 


roda ou no pneu costumam romper o balanceamento, e nesse caso o sistema tem que ser 
balanceado pela fixação de pequenas massas em suas bordas. O que se procura, então, é 
tornar nulo o somatório do último termo das Equações 10.8A e 10.8B. 


Cabe agora perguntar se um corpo irregular, como uma lasca de pedra, também tem 
algum eixo balanceado. Esta é uma pergunta interessante e profunda. Sua resposta é surpre- 
endente e fascinante: qualquer corpo tem não somente um mas pelo menos três eixos balan- 
ceados. A análise que leva a esta conclusão envolve uma ferramenta matemática denominada 
cálculo matricial. Nesse estágio de seu curso universitário, tal ferramenta ainda não está 
disponível, e por isso não será possível apresentar a demonstração matemática de várias 
afirmações que serão feitas na segiiência desta seção. 

Conforme dissemos, um corpo pode girar em torno de um eixo balanceado, com veloci- 
dade angular constante, totalmente livre de forças externas. Neste caso, o centro de massa 
do corpo tem que ficar parado, o que significa que aquele tem que estar sobre o eixo de 
rotação. Portanto, eixo balanceado tem que conter o centro de massa do corpo. Considere- 
mos o conjunto de todos os eixos que passam pelo centro de massa e os momentos de inércia 
em relação a estes eixos. Esse conjunto de momentos de inércia tem um valor mínimo l= 
Laa NA direção que definiremos como eixo OX, e um valor máximo 1, = [| , na direção 
definida como eixo OZ. Pode-se provar que tanto OX quanto OZ são eixos balanceados. 
Exceto no caso de corpo muito simétrico, como por exemplo uma esfera, em que o momen- 
to de inércia é o mesmo para qualquer orientação do eixo, Z, + 1,. Pode-se então provar que 
OX e OZ são perpendiculares entre si. Prova-se ainda que o eixo OY perpendicular a OX e OZ 
é também balanceado. Portanto, um corpo pouco simétrico tem três eixos balanceados mu- 
tuamente ortogonais. Um corpo simétrico pode ter mais de três eixos balanceados, mas neste 
caso é possível escolher três eixos balanceados perpendiculares entre si. Reunindo os fatos, 
pode-se afirmar: qualquer corpo tem pelo menos três eixos balanceados perpendiculares 
entre si. 

Na linguagem da física, os eixos balanceados são denominados eixos principais de inér- 
cia. Os momentos de inércia referentes aos eixos principais de inércia são denominados 
valores principais de inércia. Na Tabela 9.1, todos os eixos apresentados que passam pelo 
centro de massa são eixos principais de inércia. Consideremos em detalhe o caso do parale- 
lepípedo. Este tem três arestas a, b e c, que suporemos ordenadas na forma a> b> c. Consi- 
deremos agora os eixos passando pelo centro de massa paralelos às arestas do paralelepípe- 
do. Por simetria, estes são eixos principais de inércia, com momentos de inércia dados por 
(ver Tabela 9.1) 


Eixoa I, Mr). (10.9) 
12 

Eixob n=% @ +e), (10.10) 

Eixo c = a+b). (10.11) 


Um outro fato importante é que conhecidos os valores principais de inércia, pode-se 
calcular o momento de inércia para qualquer eixo. Portanto, os valores principais de inércia 
definem completamente as propriedades inerciais de um corpo para rotações em torno do 
centro de massa. Podemos então obter uma conclusão extremamente geral e não-intuitiva: 
para efeito de inércia de rotações em torno do centro de massa, qualquer corpo rígido pode 
ser substituído por um outro corpo na forma de paralelepípedo. 


Se dois momentos principais de inércia do corpo são degenerados, isto é, têm o mesmo 
valor, o paralelepípedo equivalente tem duas arestas iguais. Um exemplo disso é o cilindro. A 
Figura 10.6 mostra um cilindro e o tipo de paralelepípedo cujas propriedades inerciais de 
rotação são equivalentes às dele. 
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L Figura 10.6 
A Os dois corpos têm o 
E mesmo momento de 
inércia para eixos 
M orientados na mesma 
h direção passando pelos 
J seus respectivos centros 
de massas, se b e D 
atendem à equação 
h b=V3D/2. 


Com base nos valores dos momentos de inércia apresentados na Tabela 9.1, os valores 
principais de inércia dos dois corpos da Figura 10.6 serão iguais se eles tiverem a mesma 
massa M e se forem atendidas as duas equações 


2 2 
(GR (10.12) 
6 8 
2 2 
EPT RS (10.13) 
2 16 12 


onde D é o diâmetro e L é o comprimento do cilindro. Substituindo a Equação 10.12 na 
Equação 10.13, obtemos 


| 
jj 


(10.14) 


Portanto, a condição para que os valores principais de inércia do paralelepípedo e do cilindro 
sejam iguais é 


a=Leb= (10.15) 


No caso particular em que L= J3D/2=V32R, tem-se a = b, ou seja, o paralelepípedo 
equivalente ao cilindro é um cubo. Nesse caso especial, para ambos os corpos, 1, = 1, = 1, , 
e o momento de inércia é o mesmo para qualquer eixo passando pelo centro de massa, fato 
que obviamente também ocorre para uma esfera. Consideremos, portanto, os três corpos de 
mesma massa e cujas geometrias são mostradas na Figura 10.7. Todos aqueles corpos têm 
o mesmo momento de inércia para qualquer eixo passando pelo centro de massa, cujo valor 
éI=|Maº. 


AP q Figura 10.7 
4 M O valor do momento de 
5 inércia tem o mesmo valor 
e 1=}Ma° para qualquer 
eixo passando pelo centro 
de massa de qualquer um 
a dos três corpos acima. 


Seção 10.3 Tensor de inércia 


Exceto quando um corpo gira em tomo de um eixo principal'de inércia, o momento 
angular não é alinhado com a direção da velocidade angular. Portanto, o momento de inércia 
é uma grandeza que relaciona dois vetores de direções diferentes. Associada a uma direção, 
a de q), existe outra direção, a de L. Conforme vimos no Capítulo 3 (Caráter tensorial das 
grandezas físicas), uma grandeza com esta propriedade é um tensor de segunda ordem. Os 
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valores do momento de inércia formam então um tensor de segunda ordem denominado 
tensor de inércia. O tensor de inércia é um tensor simétrico, como definido no Capítulo 3. 


Um tensor simétrico de segunda ordem permite uma representação geométrica de grande 
importância e interesse prático. Antes de discutir esta representação, é elucidativo observar 
que o caráter tensorial de uma grandeza na verdade reflete o fato de que tal grandeza é em 
geral anisotrópica. O momento de inércia de um corpo, por exemplo, é em geral anisotrópico; 
para cada direção do espaço tem-se um valor distinto para o momento de inércia. Por outro 
lado, é também elucidativo lembrar que uma esfera é a única figura totalmente isotrópica, ou 
seja, invariante com respeito a qualquer rotação. Uma esfera é portanto uma figura capaz de 
representar um escalar. 


Posto isso, afirmamos sem demonstração que um tensor simétrico de segunda ordem 
pode se representado por um elipsóide. O significado disso pode ser exposto tomando-se 
exatamente o caso do tensor de inércia. A Figura 10.8 mostra o elipsóide que representa o 
tensor de inércia de um corpo. Os eixos principais do tensor de inércia coincidem com os 
eixos do elipsóide, e os respectivos valores principais de inércia são dados pelos semi-eixos 
deste. O valor do momento de inércia em uma direção genérica é dado pela distância entre 
o centro do elipsóide e sua superfície, como mostra a Figura 10.8. Nela vê-se o corte do 
elipsóide no plano xy; tal corte é uma elipse. Esta figura também mostra o valor / do momen- 
to de inércia em uma direção no plano xy. 


E Figura 10.8 
ln E O tensor de inércia de um corpo 

q rígido pode ser geometricamente 
representado por um elipsóide. O 
valor do momento de inércia 7 para 
um eixo em uma direção qualquer é 
o B numericamente igual a distância 
X h entre o centro do elipsóide e a sua 

superfície, para a orientação 

paralela ao referido eixo. 


E, 

Figura 10.9 

Corte plano do elipsóide 
KA representado na Figura 10.8, 


passando pelos eixos E, e E,. O 
momento de inércia / para o eixo 
fazendo um ângulo É com o eixo 
E, é também mostrado. 


Um elipsóide pode apresentar degenerescência. Por exemplo, dois de seus semi-eixos 
podem ser iguais. Nesse caso, temos um elipsóide de revolução. Ou então os três semi- 
eixos do elipsóide podem ser iguais, e nesse caso o elipsóide é uma esfera. Essas formas de 
degenerescência podem ser ilustradas tomando-se o caso do paralelepípedo. Se este tiver 
duas arestas iguais, seu tensor de inércia será representado por um elipsóide de revolução. Os 
tensores de inércia de um cilindro e de um triângulo também são representados por um 
elipsóide de revolução, conforme pode-se concluir pela análise da Tabela 9.1. Se as três 
arestas de um paralelepípedo forem iguais, o paralelepípedo será um cubo, e nesse caso O 
elipsóide de inércia será uma esfera. Portanto, qualquer eixo passando pelo centro de massa 
de um cubo é eixo principal de inércia, e o valor do momento de inércia é o mesmo para todos 
os eixos. Neste caso extremo de degenerescência, o momento de inércia de corpo torna-se 
um escalar, ou seja, seu valor fica totalmente definido pela declaração de um número. O 
momento de inércia de uma esfera ou de um cubo é uma grandeza escalar. O mesmo ocorre 
com um cilindro cujas proporções obedeçam à regra dada na Figura 10.7. 
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Seção 10.4 Movimento de um pião 


O pião é um exemplo de corpo rígido simétrico. Um dos eixos principais de inércia é o 
eixo do pião, e qualquer eixo perpendicular a este e passando pelo centro de massa é também 
um eixo principal de inércia. Sendo assim, o tensor de inércia do pião é representado por um 
elipsóide de revolução. Em seu movimento mais simples, o pião move-se de forma que sua 
ponta não se desloca. Assim, seu movimento é de rotação pura. Nesta seção, estudaremos a 
rotação pura de um pião. O eixo de rotação do pião não fica fixo, mas gira em torno da 
vertical com uma velocidade Q menor do que velocidade angular « do pião em torno do seu 
eixo. Aquele movimento é denominado precessão do pião. Ainda aqui nesta seção estudare- 


mos o movimento do pião e a origem da precessão. 
a 
= Jz 
Lsenð 
LAR E; 
wi 
x 


(A) (B) © 
Figura 10.10 


A) Forças atuando sobre um pião em rotação. B) Esquema mostrando o momento angular do pião, a 
posição do centro de massa, seu peso e o torque exercido por esta força em relação à ponta do pião. C) 
Projeção da Figura 10.108 no plano horizontal xy. 


Três forças estão envolvidas no movimento do pião. Uma é o seu peso Mg. Há ainda duas 
forças aplicadas à ponta do pião. Uma é a força normal N da superfície em que o pião se 
apóia, e a outra é a força de atrito da ponta do pião com a superfície, como mostra a Figura 
10.10A. Destas três forças, somente o peso gera torque em relação ao ponto fixo (ponta do 
pião), e portanto esta é a única força que entra em nossas equações. As Figuras 10.108 e 
10.10C mostram o movimento do centro de massa do pião. Nossa análise será baseada 
nessas duas figuras. O módulo do torque aplicado pela força Mg em relação ao ponto de 
apoio é 


T = Mg(r seng). (10.16) 
A segunda lei de Newton para rotações permite escrever 

AL = Tår. (10.17) 
Combinando as Equações 10.16 e 10.17, obtém-se 

AL = Mgr sen8 - At. (10.18) 
Da Figura 10.10C vê-se que 

AL = L senð - Aq = I% senð - Ag. (10.19) 


Das Equações 10.18 e 10.19 resulta 


= 


O atrito entre a ponta do pião e 
o piso é essencial para que seu 
movimento possa ser de rotação 
pura. Na ausência desse atrito, a 
ponta também se moveria em 
um círculo e o movimento do 
pião seria uma combinação de 
movimentos de rotação e de 
translação. 
= A. 
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Mgr senô- Ar = Iw sen0 - Aq, (10.20) 
e portanto 
q=4P Mir. (1021) 
dt Iw 


O resultado mostra que a velocidade Q de precessão do pião é inversamente proporcional à 
sua velocidade « de rotação. Além disso, a velocidade de precessão independe do ângulo 0 
de inclinação do pião. 

Destaca-se que o centro de massa do pião move-se em um círculo horizontal e portanto 
fica sujeito a uma aceleração centrípeta dada por 


a = Pr senB. (10.22) 


A força de atrito da ponta do pião com o piso é a responsável por esta aceleração. Podemos 
escrever 


F,= MO?r senB. (10.23) 
Usando o fato de que N=Mg, podemos ainda escrever 
F, < uMs, (10.24) 


onde | é o coeficiente de atrito estático entre a ponta do pião e o piso. Comparando £: 
Equações 10.23 e 10.24, podemos escrever 


senô < HE. (10.25) 
Pr 

O atrito entre a ponta do pião e o piso é essencial para que seu movimento possa ser de 
rotação pura. Na ausência desse atrito, a ponta também se moveria em um círculo e o 
movimento do pião seria uma combinação de movimentos de rotação e de translação. 

Isso dá um valor máximo para o ângulo 8 que o pião pode fazer com a vertical ao girar. 
Se rodarmos um pião sobre uma superfície de vidro, de baixo atrito, podemos perceber que 
quando Ô é relativamente grande, a ponta do pião também realiza um movimento circular 
sobre a base. Isso decorre da impossibilidade de o pião realizar o movimento investigado 
anteriormente. 


Seção 10.5 Isotropia do espaço e conservação do 
momento angular 


A lei da ação e reação de Newton contém dois aspectos distintos. Primeiramente, ela diz 
que a soma das forças de ação e reação na interação entre duas partículas é nula. Isso resulta 
na conservação do momento linear e, conforme já vimos no Capítulo 7 (Conservação do 
momento), é consegiiência natural da homogeneidade do espaço. A lei também diz que as 
duas forças estão orientadas sobre a reta que une as duas partículas. Conforme já foi comen- 
tado no Capítulo 5 (Leis fundamentais da mecânica), este último fato é consegiiência natural 
da isotropia do espaço. Realmente, as posições das duas partículas definem uma única dire- 
ção no espaço. Qualquer outra direção para as forças significaria uma quebra de isotropia. 
Pelo visto no Capítulo 9 (Rotação de corpos rígidos / Parte A), as duas forças iguais e 
opostas na mesma linha de ação resultam em um torque nulo em relação a qualquer ponto, e 
portanto na conservação do momento angular. Isso estabelece uma conexão direta entre a 
isotropia do espaço e a conservação do momento angular. Entretanto, a lei da ação e reação de 
Newton tem validade limitada, enquanto a lei da conservação do momento angular tem vali- 
dade completamente geral. Nesta seção 10.5, buscaremos uma conexão mais geral entre 
conservação do momento angular e isotropia do espaço. 


-F 


zj 


A conservação do momento 
angular é conseqüência da 
isotropia do espaço. 
Emp 


Constante de Planck 


Constante de Planck 
dividida por 27 


E 


A componente em uma dada 
direção do momento angular de 
qualquer sistema aparece em 
múltiplos inteiros ou semi- 
inteiros de À. 
<a 


A lei da conservação da energia mecânica impõe que haja sempre uma energia potencial a 
partir da qual se possa deduzir o valor das forças atuando em um sistema. Consideremos um 
sistema isolado qualquer. Pela isotropia do espaço, sua energia potencial não pode depender 
de sua orientação como um todo no espaço. Ou seja, se girarmos rigidamente o sistema em 
torno de um eixo qualquer, digamos o eixo Oz, sua energia potencial deve ficar inalterada. 
Seja $ o ângulo que define a orientação no plano perpendicular a Oz. Pelo que se viu na Seção 
9.9, a componente do torque total sobre o sistema na direção Oz será 
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(10.26) 


Vê-se então que a componente em uma direção genérica do torque total sobre o sistema 
é nula. Resulta disso que o momento angular total do sistema é constante no tempo. 


Seção 10.6 Quantização do momento angular 


Na física quântica aparece uma constante universal com dimensão de momento angular, 
isto é, energia vezes tempo. Tal constante é denominada constante de Planck, em homena- 
gem ao físico alemão Max Planck. A constante de Planck é designada pela letra h, e seu 
valor é 


h = 6,6260755x10* J - s. 


Muito freqüentemente, a constante de Planck aparece dividida por 27, e isso levou a se criar 
um símbolo especial A para designar a grandeza 


h m% 
=—2=1,055x10™] -s. 
E s 


Posto isto, vem agora um fato realmente notável: a componente em uma dada direção do 
momento angular de qualquer sistema aparece em múltiplos inteiros ou semi-inteiros de h. 
Matematicamente, isto se exprime na forma 


L, =(m+s) , m inteiro, s=0 ou 1. 


7] (10.27) 


Esse fenômeno universal é denominado quantização do momento angular. 

A constante de Planck é muito pequena comparada com os valores de momento angular 
que encontramos na vida diária. Consideremos por exemplo um pião cuja geometria seja um 
cone com base de raio R = 1,0 cm e altura h = 2,0 cm. O volume do pião será V = 2,1 cm’. 
Supondo que a densidade seja 1,0 g/cm’, sua massa será 2,1 g e seu momento de inércia em 
relação ao eixo será 


I= MR =0,63x107 kg-m?. 
Consideremos agora tal pião girando com velocidade œ = 63 rad/s, o que equivale a 10 
ciclos por segundo. Seu momento angular será 


L, = l@ = 0,63x10” kg - m? x 635! = 4,0x10% Js. 


Dividindo este valor por À, obtém-se 
L, _ 40x10f]s 


z 


ħ  1,05x10™ Js 


Este é um número fantasticamente grande se comparado com a unidade. Por essa razão, 
quando o pião vai perdendo velocidade angular devido ao atrito, o processo não parece 
ocorrer aos saltos. A quantização do momento angular somente tem conseqüências práticas 
em fenômenos na escala atômica ou abaixo desta. 


=38x10”. 
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Exercícios, problemas e questões 


10.1E Um carro com 1 200 kg de massa está em uma pista 
plana e horizontal a uma velocidade inicial de 25 m/s. As rodas 
do carro têm raio de 30 cm e o momento de inércia de cada uma 
vale 0,54 kg - m?. Em dado instante, o motorista pisa no freio e o 
carro pára após 6,4 s de aceleração constante. A) Qual é a ener- 
gia cinética inicial do carro? B) Sendo 50 cm a altura do centro de 
massa do carro, qual é o seu momento angular inicial em relação 
a um ponto sobre a pista? C) Qual é a aceleração angular das 
rodas durante a freada? D) Qual é a força de atrito realizada 
durante a freada? 

10.2Q Por que um carro levanta sua frente durante a arran- 
cada e a abaixa durante a freada? Isso ocorre com qualquer car- 
ro? 

10.3E Um cilindro rola em uma rampa de inclinação 8= 30°. A) 
Calcule a aceleração angular do cilindro. B) Calcule a força de 
atrito da rampa sobre o cilindro. 

10.4E Uma roda em forma de anel é solta em uma rampa. A 
força de atrito entre a rampa e a roda é F, < 0,30 N , onde N é a 
força normal que a rampa faz sobre a roda. Calcule o ângulo 
máximo de inclinação da rampa para que o movimento seja de 
rolamento. 

10.5P Uma esfera sólida, uma esfera oca, um cilindro e um 
anel rolam a partir do topo de uma rampa, saindo do repouso. A) 
Qual desses objetos chegará primeiro ao fim da rampa? B) Qual 
deles terá maior percentual de sua energia cinética associada à 
rotação? 

10.6P Calcule, em termos do raio da bola, o parâmetro de 
impacto b de uma tacada (Figura 10.11) para que a bola de sinuca 
tenha inicialmente movimento de rolamento. 


Figura 10.11 
(Problema 10.6). 


10.7P Calcule, em termos do raio R da bola, o parâmetro de 
impacto b com que um jogador de futebol deve chutar uma bola 
para que esta tenha uma velocidade angular vertical dada por 
w= vR. 

10.8P Na Figura 10.12, o cabo rola na roldana sem desliza- 
mento. Calcule a aceleração angular da roldana. 


Figura 10.12 
(Problema 10.8). 


10.9P Quando o bloco pendurado visto na Figura 10.13 des- 
ce, o cabo faz o cilindro rolar e a roldana girar, em ambos os 
casos sem deslizamento. Calcule a aceleração do bloco. 


Cilindro I 


r 


1 Figura 10.13 
(Problema 10.9). 


10.10P Uma bola de sinuca, de raio R e massa M, inicialmen- 
te tem velocidade angular «, (na direção horizontal) e velocida- 
de linear nula. Supondo que no deslizamento sejam perdidos 
30% da energia mecânica da bola, calcule: A) a velocidade linear 
no instante em que ela adquire movimento de rolamento; B) o 
impulso transmitido à bola pela força de atrito. 

10.11P O carretel visto na Figura 10.14 tem massa M e mo- 
mento de inércia 1. O eixo e as rodas do carretel têm raios re R, 
respectivamente. O carretel rola pela rampa, partindo do repou- 
so, e até o momento em que as rodas tocam o piso seu centro de 
massa desce uma altura h. 4) Qual é a velocidade linear v, do 
carretel no momento £, em que ele toca o piso? B) Por que imedia- 
tamente após o instante 1, o movimento do carretel não pode ser 
de rolamento? C) Supondo que 10% da energia mecânica do 
carretel seja dissipada em deslizamento após o instante 1, qual é 
a velocidade linear v, do carretel quando ele retoma o movimen- 
to de rolamento? 


Figura 10.14 
(Problema 10.11). 


10.12Q* Uma pequena esfera rola sobre outra esfera muito 
maior, mantida imóvel, partindo do topo com velocidade nula 
(Figura 10.15). Antes de as esferas perderem o contato mútuo, o 
movimento da esferinha deixa necessariamente de ser rolamento 
puro. Por quê? 


Figura 10,15 
(Questão 10.12). 
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10.13P A) Calcule o momento angular L(g) da haste fina 
girando na horizontal em torno de um eixo vertical passando 
fora de seu centro, como mostra a Figura 10.16. A haste é homo- 
gênea e tem massa M. B) Mostre que L é constante no tempo se 
C) Calcule a força F(g) que a haste faz sobre o eixo de 
rotação. 


Figura 10.16 
(Problema 10.13). 


10.14P Mostre que se um corpo tem um plano de simetria, 
seus eixos principais de inércia ou estão contidos no plano ou 
são ortogonais a ele. 


10.15P Use considerações de simetria para identificar os 
eixos principais de inércia do bloco com duas faces triangulares 
idênticas, mostrado na Figura 10.17. 


Figura 10.17 
(Problema 10.15). 


10.16E Um pião tem massa de 50 g e momento de inércia de 
100g - cm? . Seu centro de massa está à distância de 3,0 cm de sua 
ponta. Estando o pião girando com a velocidade angular w = 
150s*, calcule sua velocidade angular de precessão. 

10.17E Um pião, com massa de 50 g e momento de inércia de 
70 g - cn?, gira com velocidade angular de = 150s" . Seu centro de 
massa está 4,0 cm distante da ponta. O coeficiente de atrito entre a 
ponta do pião e a mesa é 4 = 0,40. Qual é o ângulo 8, máximo de 
inclinação do pião para que sua ponta possa ficar imóvel? 

10.18E Calcule o momento angular de um ponteiro de horas 
de um relógio de pulso, cujo momento de inércia vale 2,0x10° g 
- em?, em termos da constante de Planck. 

10.19E Calcule o momento angular orbital da Terra em ter- 
mos da constante de Planck. 
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Constante universal da 
gravitação 


Es 


A força gravitacional é a menos 
intensa das forças da Natureza. 
Entretanto, devido ao seu longo 
alcance e ao seu caráter sempre 
atrativo, as forças entre corpos 
de grandes massas podem 
assumir valores muito intensos. 
e 


=p 
A balança de torção fora 
utilizada por Coulomb em 1785 
para a investigação da força 
entre duas cargas elétricas. 
=i 


Seção 11.1 A lei da gravitação de Newton 


A força da gravitação é a única que atua em todas as partículas da Natureza. A força 
elétrica, por exemplo, somente atua sobre partículas portadoras de carga elétrica. As forças 
nucleares atuam somente sobre partículas que têm cargas específicas para tais forças. A 
“carga” específica para a força gravitacional é a massa da partícula. Já conhecemos a lei de 
força para a gravitação, mas a repetiremos aqui para facilitar a análise. Consideremos duas 
partículas de massas m, e m, nas posições r, e r, respectivamente. A força gravitacional F,, 
da partícula 1 sobre a partícula 2 é dada por 


mm. 
Fa =-G— 4r, onder= r,- r. a11) 
P 
O sinal de menos na fórmula exprime o fato de que a força é atrativa. A letra G representa 
a constante universal da gravitação, cujo valor é 


G = 6,672 59x10" Nm?Kg?. 


O valor numérico de G é muito pequeno. Por isso, duas partículas de massas iguais a 1,00 kg, 
separadas pela distância de 1,00 m, interagem com uma força F = 6,67x10" N, o que 
equivale ao peso de uma partícula de massa igual a 6,8 nanogramas. Vê-se assim que a força 
gravitacional é muito fraca, na verdade a mais fraca das forças da Natureza. Mas, ao mesmo 
tempo, é a força mais evidente. Isso decorre de dois fatos. Em primeiro lugar, a força gravi- 
tacional é de longo alcance. Ela decai com o inverso do quadrado da distância entre as 
partículas, o que é uma forma muito lenta de decaimento. As forças nucleares, como vere- 
mos mais tarde, apesar de serem muito mais intensas a curtas distâncias, tornam-se essencial- 
mente nulas a distâncias da ordem de 10-!4 m. As forças elétricas também decaem com o 
quadrado da distância e também são muito mais intensas do que a força gravitacional. Entre- 
tanto, as forças elétricas tanto podem ser atrativas como repulsivas, dependendo do sinal das 
cargas. Na matéria macroscópica, as cargas positivas e negativas tendem a se neutralizar 
quase perfeitamente, e assim as forças elétricas resultantes ficam muito pequenas. 

Portanto, a manifestação evidente da força gravitacional provém de seu longo alcance 
(decaimento lento) e do fato de a força ser sempre atrativa. Para grandes massas, a força 
pode se tornar muito intensa. O Sol, massa m = 1,99x10” kg, e a Terra, massa m, = 
5,98x10% kg, separados pela distância r = 1,50x10" m, se atraem com a formidável força 
F = 3,53x10”? N. 


Seção 11.2 Experiência de Cavendish 


A pequenez da constante gravitacional G torna sua determinação experimental muito difí- 
cil. Em 1798, o físico inglês Henry Cavendish (1731-1810), projetou e realizou uma experiên- 
cia capaz de medir o valor daquela constante. A experiência de Cavendish utiliza a balança de 
torção, também denominada balança de Cavendish ou balança de Coulomb, a qual descre- 
veremos especificamente para o caso da experiência realizada por ele. 

Basicamente, a balança de torção é um dispositivo capaz de medir torques de baixíssima 
intensidade. Duas pequenas esferas de chumbo, de massa m, são suspensas por um fio fino. 
Um torque T no fio provoca neste uma torção de ângulo 6, dada por 


T=- K0, (11.2) 


onde xé a denominada constante de torção do fio. Para um dado material, x é diretamente 
proporcional à área de seção transversa do fio e inversamente proporcional ao seu compri- 
mento. Portanto, para um fio fino e longo, a constante de torção pode se tornar muito 
pequena. A determinação do valor de x do fio pode ser feita pela medida do período de 
oscilação do sistema de massas suspensas por ele. O momento de inércia do sistema (Figura 
11.1) tem valor 


1=2md?, (11.3) 


A 
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onde 2d é a distância entre os centros das esferas, e a haste que as liga foi considerada de 
massa desprezível. Conforme será estudado em detalhe no Capítulo 13 (Oscilador harmôni- 
co), quando colocado fora do ângulo de equilíbrio, o sistema oscila regido pela equação 


1 =x. (11.4) 


e o período de oscilação do sistema é 


r-z fi. (11.5) 
K 


Finalmente, a constante de torção é calculada pela relação 


2 
x =2n(228) - (11.6) 
T 


Figura 111 
Fibra de quartzo Balança de torção utilizada por 

Cavendish para medir a constante 

gravitacional. Duas pequenas 


Pd Co p Feixe de luz esferas de massa m, presas às 


X / extremidades de uma fina barra 
/ horizontal, são suspensas por um 
Dm 


fio fino. Duas esferas maiores de 
massa M são então postas na 
proximidade das pequenas esferas. 
A força gravitacional gera uma 
torção do pêndulo, a qual é 
amplificada pela deflexão de um 
feixe de luz incidente em um 
pequeno espelho fixado ao pêndulo. 


Na experiência de Cavendish, ilustrada na Figura 11.1, após a determinação de x, um 
sistema de duas esferas grandes de chumbo, cada uma de massa M, é erguido até ficar no 
plano horizontal das duas pequenas esferas. A força gravitacional provoca uma pequena 
torção 8 na balança. Para tornar mais precisa a determinação de 8, observa-se a deflexão de 
um feixe de luz refletido em um pequeno espelho fixado à balança. Com este aparato, 
Cavendish pôde obter o valor de G com razoável precisão. Conhecido o valor de G, com 
base na aceleração da gravidade da Terra, foi possível obter-se a sua massa, e com base na 
aceleração dos planetas orbitando em torno do Sol foi possível obter a massa do nosso astro 
etc. Portanto, a experiência de Cavendish foi essencial para a determinação da massa dos 
corpos contidos no sistema solar. Conforme disse Cavendish, com sua experiência estava 
“pesando” a Terra. 


Seção 11.3 Energia potencial gravitacional de um 
sistema de particulas 


Conforme já visto no Capítulo 6 (Trabalho e energia), a energia potencial gravitacional de 
duas partículas de massas m, e m, separadas pela distância r é 

v(r)=-G240, (17) 

r 

Na Equação 11.7, o ponto de referência para a energia potencial é r = ss, ou seja, V(e2) = 0. 
Na teoria da gravitação de Newton, vale o princípio da superposição de forças. Isso significa 
que na interação de um sistema de partículas, cada par de partículas interage entre si como 
se as outras não estivessem presentes, e a força total sobre uma dada partícula é a soma 
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vetorial das forças exercidas sobre ela por todas as outras partículas. Considerando N partí- 
culas interagindo, a força total sobre a partícula i é então a soma vetorial 


F=5F, =-Gm,5m 


jei 


(11.8) 


jai 


onde r, é a posição da partícula į em relação à partícula j. Do princípio da superposição 
resulta « que a energia potencial das N partículas é a soma das energias potenciais associadas 
a cada par de o 


V=-565 2-1 an 


TIA = 
Para justificar a Equação 11.9, consideremos a energia potencial ligando as partículas i e 
j, dada por 


(11.10) 


Nesse caso, se as partículas 1 e 2 são colocadas em suas posições, a energia potencial será 
V,» Se agora trouxermos a partícula 3 à sua posição, a energia potencial se tornará 


UT EV Va (IL) 


Assim, após trazermos sucessivamente todas as partículas aos seus lugares, teremos a ener- 
gia potencial expressa pela Equação 11.9, onde o fator 1/2 foi introduzido para evitar que a 
energia potencial associada a cada par de partículas fosse contada duas vezes. 


Seção 11.4 Interação entre uma particula e uma 
casca esférica 


Ao formular a lei da Gravitação, em 1667, Newton percebeu que a aceleração da Lua (a,) 
em seu movimento orbital em torno da Terra está para a aceleração da gravidade na superfi- 
cie da Terra (g) assim como o quadrado do raio da Terra (R,) está para o quadrado da 
distância da Lua ao centro da Terra (d): 


2 
dis re (112) 
g r 


Portanto, a Terra atrai tanto a Lua quanto um corpo qualquer em sua superfície como se toda 
a sua massa estivesse concentrada em seu centro. Infere-se daí que um corpo com simetria 
esférica atua gravitacionalmente em pontos no seu exterior como se toda a massa estivesse 
no seu centro. Somente em 1885, Newton pôde demonstrar que isso é uma consegiiência 
matemática da lei dos inversos dos quadrados, e possivelmente esta foi a razão pela qual 
somente naquele ano ele decidiu escrever os seus Principia. O chamado teorema das cascas 
esféricas é de enorme importância tanto na gravitação quanto na eletricidade, onde também 
aparece a lei do inverso do quadrado da distância. Por este motivo faremos sua demonstra- 
ção. O leitor é convidado a observar como a simetria do problema é explorada para facilitar 
a solução. 

Considere uma casca esférica homogênea, de massa M e raio R, e uma partícula de 
massa m à distância r do centro da casca. Na Figura 11.2 a partícula é colocada fora da 
casca, ou seja, r > R. Esta não é uma hipótese essencial nos cálculos seguintes. A casca 
esférica é dividida em anéis em cujos eixos de simetria se situa a partícula. A área de um dado 
anel é 


dA = 2rRsen0 - Rd (11.13) 
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Como a área da casca esférica é A = 47R ?, pode-se escrever 


dA = E seno do. (LIS) 


Figura 11.2 

Interação gravitacional entre 
uma casca esférica homogênea 
de massa M e uma partícula de 
massa m à distância r do centro 
da esfera. Para a realização dos 


cálculos, a casca esférica é 
dividida em anéis cujos eixos 
são a reta que une o centro da 
esfera e a partícula. 

Portanto, a massa do anel será 
am = senbdo . (11.15) 
A energia potencial do sistema anel-partícula será 
N -Cmn =- mM senôdo (11-16) 
no? n 
A distância r, entre o anel e a partícula é dada por 
r? =R + —2rRcos0. (A) 


Diferenciando a Equação 11.17 e lembrando que R e r são valores fixos no cálculo, obtém-se 


2r, dr = 2rRsenôdo . (11,18) 
Portanto 
senôdo = adni . (11.19) 
G rR 


Combinando as Equações 11.16 e 11.19, obtém-se 
AV -Gm S (11.20) 
2rR 


A energia potencial total será obtida integrando-se a Equação 11.20. A variável r, irá variar 
entre seu valor mínimo r,s € "na € obter-se-á 


V=-GmM r "mi 1.21) 
2rR 


Temos agora que considerar dois casos distintos: 
A) Partícula fora da casca. Neste caso, 


r, =T min = ZR, (11.22) 


v=-Gmui, rzR. (11.23) 
r 


Ea an 


Sobre partículas externas a uma 
casca esférica homogênea, esta 
atua como se toda a sua massa 
estivesse concentrada em seu 
centro, e para partículas no 
interior da casca a força é nula. 
a 
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B) Partícula dentro da casca. Neste caso, 


Fa mn R+r-(R=1)=2r, (11.24) 


e portanto 


V=-GmM a. r<R. (11.25) 

A força que a casca exerce sobre a partícula é calculada tomando-se o gradiente da 
função V(r). Para calcular a força sobre a partícula situada no exterior da casca, configura- 
ção em que de V(r) é dada pela Equação 11.23, temos que calcular o gradiente de 1/r, como 
se vê a seguir. Consideremos inicialmente 


(11.26) 


ə (1)-2 1 x 
ðx| r) dx (x? +y? +22)? ty y 


Tomando as derivadas parciais similares em relação a y e z e somando as parcelas, obte- 
mos 


1 0 20) o 31 ñ+ yj+zk r 
=|1".+ +k PERCO A SI (11.27) 
7(:) Ee E JA G Eyre Pr 
Portanto, considerando também a Equação 11.25, podemos escrever 
r 
Fa)=-GmM-7, rzR (128) 


F(r)=0, r<R. 


A Equação 11.28 diz que para partículas externas à casca esférica, esta atua como se toda 
a sua massa estivesse concentrada no seu centro, e para partículas no interior da casca a 
força é nula. A Figura 11.3 mostra a variação do valor absoluto do potencial e da intensidade 
da força com a distância r. 


Figura 11.3 
Variação da energia potencial e 
da intensidade da força entre 
uma casca esférica homogênea 
de raio R e uma partícula 
situada à distância r do centro 
dacasca. 


Funções 


R Distânciar 


Os resultados expressos pela Equação 11.28 podem ser utilizados para se calcular a força 
exercida sobre uma partícula por uma distribuição qualquer de massas com simetria esférica. 
A densidade de massa do referido corpo será função somente da distância 7’ até o centro. A 
força exercida sobre uma partícula de massa m à distância r do centro do corpo será realizada 
somente pela massa do corpo contida na esfera de raio r. Portanto, a intensidade da força será 

Gm” 
Fir)= ZE j por)-4nr? dr. (11.29) 
r o 

É claro que se a partícula estiver fora do corpo, a integral na Equação 11.29 será igual à 

massa total deste. 


Auto-energia gravitacional 
é a energia potencial decorrente 
da interação gravitacional entre 

as partes de um dado corpo. 
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Exemplo 1.1 Suponha que a Terra tenha densidade uniforme e calcule a 
força exercida sobre uma partícula de massa m dentro de um túnel 
passando por um diâmetro da Terra, como mostra a Figura 11.4. 


Figura 11.4 

Partícula de massa m dentro 
de um túnel passando pelo 
centro da Terra. 


Solução Seja R o raio da Terra. A massa contida dentro da esfera de raio 
r SR será 


° 
E A 


onde M, é a massa da Terra. Portanto, a intensidade da força será 


r 
PI ME 


Seção 11.5 Auto-energia gravitacional de um corpo 


Nos cálculos da Seção 11.4, ignoramos a interação de uma parte da esfera ou da casca 
esférica com as outras. A energia potencial decorrente da interação gravitacional entre as 
partes de um dado corpo é denominada sua auto-energia gravitacional. Esta pode ser cal- 
culada facilmente para o caso de um corpo com simetria esférica. Para simplificar mais 
ainda, consideraremos o caso em que o corpo seja uma esfera de densidade uniforme. A 
auto-energia é a diferença de energia entre a situação em que o corpo é a referida esfera e a 
situação imaginária em que as partes que o compõem estejam infinitamente dispersas em 
uma fina poeira. 

Para efetuar o cálculo da auto-energia, consideremos um processo em que a esfera seja 
composta camada por camada a partir dessa poeira tênue. Seja p a densidade da esfera. No 
estágio em que seu raio for r, sua massa será m = p $r. Ao se acrescentar uma camada de 
espessura infinitesimal dr, cuja massa é dm = p4 xr dr, a energia potencial sofrerá uma 
variação dada por 

2 2 
av =. gp Sm PE so( 2) rr. (11,30) 
r 


Integrando a Equação 11.30, obtemos a auto-energia da esfera 


2R 2 a 
v=-36/ 27 friar=-2 Anp \ ps -3G SR | (1131) 
32) Silas SS) R 


Mas a expressão entre parênteses na Equação 11.31 representa a massa total da esfera. 
Portanto, 


2 
ICM. - (11.32) 


Consideremos o caso do Sol, o qual idealizaremos como uma esfera uniforme com mas- 
sa M = 2x10” kg eraio R = 7x10º m. Sua auto-energia gravitacional será 
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As estrelas se formaram pela 
condensação de um gás 
rarefeito, em decorrência da 
atração gravitacional. A 
condensação provocou elevado 
aquecimento do gás, iniciando 
desta forma o processo de fusão 
nuclear, que é a fonte de energia 
das estrelas. Detalhes serão 
vistos no Capítulo 45. 
E 


Aceleração da 
gravidade 


CÁ TAY 

As estrelas são todas formadas a partir de um gás frio e muito rarefeito. A distância do Sol 
até a estrela mais próxima (Proxima Centauri) é de aproximadamente 4x10'*m, o que sugere 
que o Sol tenha se formado de uma nuvem cujo diâmetro era, em ordem de grandeza, aquela 
distância. A energia potencial inicial era, portanto, desprezível. Pela conservação da energia, 
a perda de energia gravitacional do gás é compensada por um aumento equivalente em ener- 
gia cinética. Como o gás primordial era quase todo formado por hidrogênio, cuja massa 
atômica é 1,67x107 kg, o número de átomos coletados é de aproximadamente 1,2x10º. 
Dividindo a energia dada pela Equação 11.29 por este número, obtém-se a seguinte energ 
cinética por átomo: 


K=17x10 o. (11,34) 
átomo 

Antes de se estabilizar como uma esfera densa de gás quente, a estrela perde uma parte 
dessa energia cinética na forma de radiação eletromagnética. Por decorrência de um impor- 
tante teorema da mecânica (teorema do virial), ela perde exatamente metade daquela energia 
cinética na forma de radiação. A outra metade permanece na forma de calor. Como resultado, 
o Sol terá atingido a temperatura média de 6x10º K , com ‘uma superfície muito mais fria e um 
núcleo muito mais quente do que isso. No hidrogênio a temperaturas da ordem de 107 K, 
ocorre o fenômeno da fusão nuclear (ver Capítulo 45, O núcleo atômico), que libera outra 
forma de energia (nuclear) capaz de manter o sistema quente. Vê-se portanto que o Sol, e 
todas as estrelas, tomaram por empréstimo um enorme débito de energia potencial gravita- 
cional para acender as suas fornalhas nucleares. 


Seção 11.6 Campo gravitacional 


As forças gravitacionais podem ser descritas em termos de um campo gravitacional, na 
forma descrita a seguir. Uma massa de prova (massa pequena o suficiente para não afetar os 
outros corpos) de valor m, colocada em um certo ponto r, experimenta uma força F(r). O 
campo gravitacional é descrito pela aceleração da gravidade g(r) definida por 

gusfO, (11,35) 

m 
Considerando a Equação 11.1, vê-se que a aceleração da gravidade gerada por uma partícula 
de massa M, situada no ponto r = 0, é dada por 


gm=-Mr. (11.36) 
r 


Pelo teorema das cascas esféricas, a Equação 11.36 se aplica também para um corpo de 
simetria esférica, para pontos externos a0 corpo. 


Seção 11.7 Leis de Kepler 


Durante a maior parte da sua vida, o astrônomo dinamarquês Tycho Brahe (1546-1642) 
anotou diariamente a posição dos cinco planetas visíveis a olho nu, Mercúrio, Vênus, Marte, 
Júpiter e Saturno. Suas observações resultaram na mais completa e valiosa base de dados da 
astronomia anterior à invenção do telescópio. O matemático polonês Johannes Kepler (1571- 
1630), por sua vez, dedicou grande parte da sua vida à análise das observações de Brahe. 
Kepler conseguiu sintetizar os dados em três leis fenomenológicas, conhecidas como leis de 
Kepler, que constituem umas das maiores descobertas experimentais da história da humani- 
dade. Estas leis são enunciadas a seguir: 

Primeira lei: os planetas se movem em órbitas elípticas em que o Sol ocupa um dos 
focos. 


Leis de Kepler 


+= 


A segunda lei de Kepler é 
consegliência da lei da 
conservação do momento 
angular, e independe do fato de 
a força gravitacional variar com 
o inverso do quadrado da 
distância. Já a primeira ea 
terceira leis decorrem da forma 
como a força varia com a 
distância. 
pes 


Terceira lei: os quadrados dos períodos das órbitas dos planetas são proporcionais aos 
cubos dos semi-eixos maiores das respectivas elipses. 


Uma das mais notáveis consegiiências da mecânica newtoniana, e certamente a mais 
importante para a aceitação pública daquela teoria, foi a possibilidade de se deduzir matema- 
ticamente as leis de Kepler. A dedução requer uma matemática mais elaborada do que a 
adotada neste livro, e não poderá ser apresentada, exceto para o caso da segunda lei. Esta é 
uma consequência imediata da conservação do momento angular, como veremos a seguir. 


Figura 11.5 

Planeta em órbita em tono 
do Sol. Não fora a curvatura 
da órbita, no intervalo de 
tempo Ar após passar pelo 
ponto 1, o segmento de reta 
unindo o planeta ao Sol 
varreria a área do triângulo 
sombreado. 


A Figura 11,5 mostra o planeta em sua órbita. No ponto 1, sua velocidade é v. Se o 
planeta continuasse em movimento retilíneo uniforme, após o intervalo de tempo At o segui- 
mento que une o planeta ao Sol teria varrido o triângulo indicado na figura. A área do triân- 
gulo é dada por 


M as = F rsenQ- vAt. (1137) 
Por outro lado, o módulo do momento angular orbital do planeta é dado por 

L=rsen9-mv, (11.38) 
e portanto, a Equação 11.37 pode ser posta na forma 

Mi = 2581. (11.39) 


No limite em que Ar — 0 a área do triângulo se torna igual à área AA varrida na órbita real 
do planeta. Portanto, obtém-se 


da Lo (11.40) 


Uma vez que a força gravitacional do Sol não realiza torque (em relação ao ponto-posição do 
Sol) sobre o planeta, o momento angular L deste em relação àquele ponto permanece cons- 
tante. Portanto, a Equação 11.40 exprime matematicamente a segunda lei de Kepler. 


Figura 11.6 

Ilustração da segunda lei de Kepler. O 
planeta percorre uma órbita elíptica em 
que o Sol ocupa um dos focos. Devido à 
conservação do momento angular do 
planeta em relação ao Sol, nos pontos da 
Órbita mais próximos do Sol o planeta 
aumenta sua velocidade de forma que as 
áreas (sombreadas) varridas em tempos 
iguais são também iguais. 


Valor médio temporal ou 
estatístico de uma grandeza x 
é representado por um dos 
símbolos X ou (x). 


— y— 


Teorema do virial: 
em qualquer situação em que 
um conjunto de partículas se 
aprisionem mutuamente sob o 
efeito de uma força que varie 
com o inverso do quadrado das 
distâncias, o valor médio (no 
tempo) da energia cinética do 
sistema será igual a menos a 
metade do valor médio da sua 
energia potencial. 
Rae 


e ig 


conservação do momento angular exige que sua velocidade orbital aumente, fazendo com 
que a área seja varrida a uma taxa uniforme. 


Seção 11.8 Órbitas circulares 


No caso especial em que as órbitas são circulares, a aplicação da mecânica newtoniana se 
torna simples. A aceleração centrípeta do planeta é gerada pela força da gravitação, conforme 
a equação 

2 
1 
mi =ma'r=GmM—- 
r e 


(1141) 


O período T da órbita é dado por 
(11.42) 


Como neste caso os semi-eixos maior e menor da elipse são o raio do círculo, a Equação 
11.42 é a expressão matemática da terceira lei de Kepler. 


A energia mecânica do planeta em órbita circular é 


EnkiV=lmio!-GuM. (11.43) 
2 r 
Entretanto, pela Equação 11.41, obtém-se 
ds] 1 
K=>mr'w” =—GmM —- (11,44) 
2 2 F 


Portanto, 


K=-}V:.E=K+V=}V. (11.45) 

Tal relação é muito importante e pode ser generalizada para o caso geral de órbita elíptica. 
Neste caso, tanto a energia cinética como a potencial variam ao longo da órbita. As médias 
temporais dessas duas energias serão, respectivamente, 


T yd 
(Ky=} frear. (W)= A Jvoar. (11.46) 
T º T o 
Prova-se em caráter geral que 
(K)=-4(V) = E=(K)+(V)=4(). (1147) 


A Equação 11.47 é a generalização da Equação 11.45 para o caso de órbita elíptica. Na 
verdade, mesmo neste caso geral ainda estamos verificando o caso particular de um teorema 
absolutamente geral, o teorema do virial. O referido teorema, cuja demonstração não será 
apresentada, atesta que: 

Em qualquer situação em que um conjunto de partículas se aprisionem mutuamente sobo 
efeito de uma força que varie com o inverso do quadrado das distâncias, o valor médio (no 
tempo) da energia cinética do sistema será igual a menos a metade do valor médio da sua 
energia potencial. 

Talvez você tenha percebido a conexão entre o teorema e a afirmação feita na Seção 11.5, 
de que a energia cinética total de um gás que compõe uma estrela é igual em módulo à metade 
da auto-energia gravitacional desta. O que se vê naquele caso é de fato uma realização do 
teorema do virial. 


Se atirarmos uma pedra para cima, com velocidades crescentes, esta atingirá altitudes 
máximas cada vez maiores. Desprezando a resistência do ar, haverá uma velocidade limite v, 
a partir da qual a pedra não mais retornará. Esta velocidade limite é denominada velocidade 
de escape. A condição para que a pedra não retorne é que sua energia mecânica não seja 
negativa: 


lv? -Gmul>o, (11.48) 
2 R 


onde M é a massa da Terra e Ré o seu raio. A velocidade de escape corresponde ao caso 
limite em que a Equação 11.48 é uma igualdade. Obtém-se então 


1 
y= r}, (11.49) 
d R 


A velocidade de escape da superfície da Terra é v,= 11,2 km/s. 


Se a Terra não tivesse atmosfera, a velocidade de escape de um projétil depende- 
ria do ângulo entre sua velocidade de lançamento e a vertical? 


É claro que podemos definir a velocidade de escape a partir de qualquer ponto sob a 
influência de um corpo celeste. Neste caso, R na Equação 11.49 é a distância do referido 
ponto ao centro do corpo e M é a massa deste. Por exemplo, a velocidade de escape da 
superfície do Sol é 617 km/s. A velocidade de escape do Sol em um ponto sobre a órbita da 
Terra é 42 km/s. 


Seção 11.10 As marés 


Já nos Principia, Newton explicou as marés como provenientes principalmente da influ- 
ência da Lua. Para entender o mecanismo que gera as marés, é importante fazer antes uma 
correção no que temos dito até agora sobre órbitas de planetas. A rigor, um planeta não gira 
em torno do Sol. Ignorando o efeito dos outros planetas, tanto o planeta como o Sol giram em 
toro do centro de massa do par de corpos, o qual deve ficar parado durante o movimento. 
Entretanto, o Sol tem massa muito grande comparada à dos planetas, de modo que o centro de 
massa do sistema Sol-planeta está muito próximo do centro do Sol. No caso do sistema Terra- 
Lua, entretanto, a diferença de massas não é tão grande. A massa da Terra é somente 81 vezes 
maior do que a massa da Lua, e conseqüentemente o movimento da Terra é bastante relevante. 
O centro de massa do sistema Terra-Lua se situa a cerca de 4,64x10° km do centro da Terra, 
eo centro da Terra gira em tomo deste ponto pelo efeito da atração da Lua. Entretanto, os dois 
extremos da Terra, o mais próximo e o mais distante da Lua, sofrem forças atrativas distintas. 
Uma vez que a aceleração da gravidade da Lua sobre a Terra é 


GM, 


2 
Tt 


8L= , (11.50) 


onde M, é a massa da Lua e r, é a sua distância da Terra, os dois lados da Terra estão 
submetidos a gravidades cuja diferença é 


A8, =8, (r, —R)-8, (r, + R). (11.51) 


Como R << r, podemos escrever 


GM, 
a 


D, (11.52) 


Ag, =- BLR =2 
dr, 


onde D é o diâmetro da Terra. O lado da Terra mais próximo da Lua sente um excesso de 
gravidade, em relação ao necessário para cumprir a órbita, enquanto o lado mais distante 
sente um déficit de gravidade. Como consegiiência, o lado interno se projeta para dentro da 
órbita enquanto o lado externo se projeta para fora. A parte sólida da Terra toma a forma de 
um elipsóide cujo eixo mais longo se alinha com o segmento Terra-Lua, como mostra a 
Figura 11.7. Ao mesmo tempo, as águas dos oceanos se elevam nos dois extremos. Como a 
Terra também gira em torno do seu próprio eixo, a elevação das águas em um dado ponto 
geográfico ocorre duas vezes por dia. 


Eis Figura 11.7 


Marés. A distância Terra- 
Lua não está em escala. 


Terra 


A partir da Equação 11.53, pode-se entender por que a Lua tem um papel mais importante 
do que o Sol nas marés. Os valores das variáveis que entram naquela equação são 


M,=7,36x 102 kg, r, =3,82x 10m, D= 1,27 x 10 m. 


Usando estes valores, obtém-se 

8, =3,4 x 105 m/s, Ag, = 2,2 x 10% m/s, 
Para o caso do Sol, as variáveis são 

M, = 1,99 x 10ºkg, r, = 1,50 x 10" m, 


e com estes valores obtém-se 


8s =5,9 x 10° m/s?, Ag, = 1,0 x 10% m/s. 


Observa-se que Ag, = 2,24g,., e portanto a Lua é mais importante na produção das marés. 
Quando a Lua, a Terra e o Sol estão alinhados, o que ocorre na lua cheia e na lua nova, os dois 
efeitos se somam e as marés se tornam mais intensas. 

Na análise que fizemos das marés, ignoramos o fato de que, sendo a aceleração centrípeta 
dada por a, = «?r, a parte do corpo em órbita que fica na parte externa a esta fica sujeita a 
uma aceleração centrípeta maior, e o déficit sentido na força gravitacional é portanto maior 
do que o calculado. A consideração deste efeito aumenta a intensidade das marés. Para o 
caso da rotação da Terra em torno do Sol, o centro da órbita é externo à Terra, e o acréscimo 
na intensidade das marés é de 50%. Já para o caso da rotação da Terra em torno do centro de 
massa comum do sistema Terra-Lua fica no interior da Terra, de forma que o acréscimo 
previsto é de cerca de 36%. Fazendo essas correções, chega-se à conclusão de que as marés 
devidas à Lua são 2,0 vezes maiores do que as devidas ao Sol. 


Seção 11.11 Limite de validade da gravitação 
de Newton 


No Capítulo 5 (Leis fundamentais da mecânica), vimos que a mecânica de Newton falha 
quando os corpos se movem com velocidades v próximas da velocidade c da luz. Nesse 
caso, aparecem as correções relativísticas, as quais dependem do fator v?/c?. A magnitude 
das correções é pequena quando este fator é pequeno e muito grande quando ele se aproxima 
de 1. Analogamente, a teoria da gravitação de Newton também falha em condições extremas. 


ate distâncias em que a velocidade de escape obedeça à condição v / c << 1. Em um ponto 
no qual esta condição não é satisfeita, não há como justificar a Equação 11.48. De fato, neste 
caso, tanto a energia cinética quanto a energia potencial assumem formas diferentes das 
expressas naquela equação. Entretanto, afortunadamente, as correções naquelas energias 
são tais que a Equação 11.49 permanece válida para exprimir a velocidade de escape de 
qualquer corpo esférico, a partir de qualquer ponto externo a este. Portanto, a condição de 
aplicabilidade da gravitação de Newton é 


2GM é 
== ecl, (11.54) 
re” 


onde r é a distância ao centro do corpo. Deve-se notar que a condição expressa pela Equação 
11.54 é atendida em qualquer ponto no sistema solar. A condição mais extrema, neste caso, 
ocorre na superfície do Sol. Mas conforme já vimos, a velocidade de escape daquele ponto 
é v.=617 km/s, do que resulta 

2 


le =4,2x10* <<1. (11.55) 
€ 


Na verdade, mesmo neste caso, medidas muito precisas são capazes de demonstrar o 
pequeno desvio esperado em relação às previsões da teoria de Newton. Dois desses desvios 
foram importantes para a confirmação da teoria da gravitação de Einstein, e merecem por- 
tanto ser notificados. O primeiro está ligado a uma anomalia na órbita de Mercúrio, o planeta 
mais próximo ao Sol. O periélio, ponto de maior aproximação entre Mercúrio e o Sol, avança 
574" (574 segundos de arco) por século, fenômeno este denominado precessão do periélio. 
Mesmo na física newtoniana, a precessão é prevista como decorrência da perturbação dos 
outros planetas sobre Mercúrio. Entretanto, este efeito é capaz de gerar uma precessão de 
apenas 531". A diferença entre o valor observado e o valor calculado é cerca de 43" por 
século, e pôde ser explicada com precisão pela teoria da gravitação de Einstein. Com efeito, 
mesmo ignorando o efeito dos outros planetas, a teoria da gravitação de Einstein prevê uma 
precessão de 43,03" por século para a órbita de Mercúrio. 

O outro desvio da previsão de Newton é a deflexão da luz de uma estrela quando aquela 
passa rasante à superfície do Sol. Tal desvio pode ser observado e medido durante um 
eclipse total do Sol. Neste caso, as estrelas não são ofuscadas pela luz solar, e a observação 
das posições relativas de estrelas em lados opostos do Sol mostra deslocamentos, compara- 
dos com as posições relativas observadas quando o Sol não se encontra naquela posição. A 
Figura 11.8 mostra a posição aparente de uma estrela durante o eclipse. O valor do desvio 
observado, © = 1,9" é duas vezes maior do que o previsto pela teoria de Newton e, dentro 
do erro experimental, concorda com a previsão 6 = 1,75" da teoria de Einstein. 


Posição 
[ ie Figura 11.8 
E riding E A luz de uma estrela, ao passar 
E rasante ao Sol, sofre um desvio 
Posição 8,0 qual é duas vezes maior 
sol da estrela do que o previsto pela teoria 
da gravitação de Newton e 
concordante com a previsão da 
relatividade geral. 


Os desvios mais espetaculares da teoria de Newton ocorrem quando 


2GM 
7 2l. (11.56) 


re 


Neste caso, a velocidade de escape é maior do que a velocidade da luz. Portanto, nada, nem 
mesmo a luz, é capaz de escapar do campo gravitacional do referido objeto. Tem-se neste 


ins o ias de saia aS 
cuja proximidade a gravidade 
tende para valor infinito. Diz-se 
por isso que o buraco negro é 
uma singularidade no espaço- 
tempo. 
EA 


— — 


A validade limitada da lei da 
gravitação de Newton está 
ligada ao fato de que a força 
gravitacional não obedece ao 
princípio da superposição. 
a 


matemático e físico francês Marquês de Laplace (1749-1827). Entretanto, somente a teoria 
de Einstein é capaz de lidar com as condições extremas vigentes na proximidade de um 
buraco negro e, desta forma, supostamente desvendar as surpreendentes propriedades deste 
estranho objeto. Recentemente, vários objetos celestes têm sido identificados como buracos 
negros. 


> Exemplo 11.2 O horizonte de eventos de um buraco negro é a superfície de 
cujo interior não se pode escapar. Calcule o raio do horizonte de eventos 
de um buraco negro cuja massa seja quatro vezes a massa solar. 


Solução O raio R, é dado pela condição de que no horizonte de eventos a 
velocidade de escape é igual a c. Portanto, a Equação 11.45 permite 


escrever 
| 2 2GM Rd 
Ry c 


Colocando os números, 


— 2x6,67x10"" x7,96x10ºº 


m=118km. 
9x10" 


Ry 


Retomemos agora à condição de validade da teoria de Newton, expressa pela Equação 
11.54. Consideremos um ponto à distância r de um corpo de massa M. Para M suficiente- 
mente pequena, a condição será satisfeita e a teoria de Newton se aplicará. Suponhamos 
agora que mais e mais massa seja acrescentada ao corpo. Pelo princípio da superposição 
de forças, se a teoria se aplicar para uma dada massa M, também se aplicará para qual- 
quer massa M' = nM, onde n é um número arbitrário. De fato, a força e o potencial em 
qualquer ponto serão simplesmente multiplicados por n. Portanto, a única chance de a lei do 
inverso do quadrado da distância falhar é a incorreção do princípio da superposição. Somos 
portanto levados a concluir que para massas que geram um potencial gravitacional muito 
grande, o princípio da superposição não vale. Isto é de fato o que ocorre. O princípio de 
superposição falha, e com ele falha a teoria de Newton. A força exercida em uma massa de 
prova por uma outra massa 2M não é duas vezes a força que seria realizada por uma massa 
M localizada naquele mesmo ponto. 


11.12 As quatro forças 


Na Natureza, conforme já antecipamos, existem quatro forças fundamentais. Uma delas é 
a força da gravitação. Outra é a força elétrica. Até início do século XIX, pensava-se que a 
força magnética fosse um tipo de força fundamental, mas várias experiências demonstraram 
que a força magnética é de fato a mesma força elétrica se manifestando em cargas em 
movimento. Por volta de 1865, o físico britânico James Clerck Maxwell (1831-1879) cons- 
truiu uma teoria consistente com todos os fatos, na qual a eletricidade e o magnetismo foram 
unificados. 


Tanto a força gravitacional quanto a força elétrica variam com o inverso do quadrado da 
distância, o que lhes dá um aspecto de grande semelhança. Isso levou Maxwell a tentar mais 
um passo de unificação. Maxwell tentou sem sucesso a unificação das forças gravitacional e 
elétrica. No seu diagnóstico do insucesso, o fato de a força gravitacional ser sempre atrativa, 
enquanto a força elétrica pode ser tanto atrativa quanto repulsiva, cria um obstáculo de difícil 
remoção ao projeto de unificação. Einstein retomou o projeto de unificação com enorme 


teoria geométrica que contivesse tanto os fenômenos gravitacionais quanto os elétricos. 
Einstein não atingiu seu objetivo, e duas novas forças foram descobertas na Natureza. 
Uma delas é a força nuclear, também denominada força forte. Considere um núcleo atômi- 
co, por exemplo o núcleo do “He. Este núcleo possui dois prótons e dois nêutrons, 
condensados em uma região de raio da ordem de 2x10-'m . Os dois prótons estão sujeitos 
a uma força elétrica repulsiva muito intensa, e como isso não rompe o seu vínculo, certamente 
este deve decorrer de uma outra força atrativa ainda mais intensa. Esta, a força nuclear, atua 
sobre qualquer par de partículas nucleares, prótons ou nêutrons, com a mesma intensidade. 
Sua intensidade pode ser obtida aproximadamente pelo potencial de Yukawa, expresso por 
vm=-V,2e Aa, (11.57) 
r 
onde V, = 8,0x102 Je a= b = 1,5x10™ m. Vê-se que o potencial apresenta o termo X, 
característico das forças que variam com o inverso da distância, como a força gravitacional 
e a elétrica. Entretanto, o fator exponencial que aparece na Equação 11.57 provoca um 
decaimento muito rápido do potencial e da força para r > a . Diz-se, nesse caso, que a força 
é de curto alcance. O alcance da força forte é a distância a. O potencial gerado pelas forças 
que caem com o quadrado da distância pode ser posto na forma 


vn=-kLçA., (11.58) 
T 


RÃ Diz-se portanto que tais forças têm alcance infinito. 


A quarta força da Natureza é denominada força fraca. Esta força é responsável por 
algumas formas de decaimento radioativo; por exemplo o decaimento do nêutron em um 
próton, um elétron e um antineutrino. A força fraca não forma um potencial de coesão capaz 
de ligar duas partículas. Seu alcance é muito pequeno, cerca de 10? vezes menor do que o da 
força forte, o que a torna efetivamente uma força muito fraca. 

O projeto de Maxwell e Einstein de construir uma teoria unificada das forças da Natureza 
continua inspirando o trabalho de muitos físicos. É a chamada busca da teoria do campo 
unificado. Curiosamente, já se reconhece que há muito mais similaridade entre as forças 
forte, fraca e elétrica, aparentemente tão distintas entre si, do que entre as forças gravitacio- 
nal e elétrica. No fim da década de 1960, o paquistanês Abdus Salam (1926-1996) e os 
americanos Steven Weinberg (1933-) e Sheldon Lee Glashow (1932-) formularam uma teo- 
ria que unifica as forças elétrica e fraca. Tal teoria, denominada teoria eletrofraca, foi capaz 
de prever novos fatos observados em 1970. Muitos físicos trabalham presentemente na 
busca da unificação da força eletrofraca com a força forte, numa teoria denominada teoria 
da grande unificação. Há também um considerável grupo trabalhando em um projeto muito 
mais ambicioso, denominado teoria da supergravidade, cujo objetivo é a unificação das qua- 
tro forças. 


Devido ao curto alcance e pouca 
intensidade da força fraca, duas 
partículas não são capazes de se 
capturar mutuamente por 
intermédio desta força. 
—a 


Exercicios e problemas 


11.1E Na experiência de Cavendish (ver Figura 11.1), M = 
10,0 kg em = 10,0 g , e a distância entre o centro de cada esfera 
pequena e sua esfera grande vizinha é 5 cm. A distância entre os 
centros das esferas pequenas é 20 cm. Calcule: A) a força entre 
cada par de esferas e B) o torque exercido sobre o pêndulo. 

11.2E Mostre que qualquer partícula interagindo gravitacio- 
nalmente com uma certa distribuição de massas tem aceleração 
igual à aceleração da gravidade gerada por aquelas massas. 


11.3E Calcule a aceleração da gravidade na superfície da 
Lua. 

11.4P A aceleração aparente (aceleração dos corpos em que- 
da livre) da gravidade ao nível do mar na linha do equador é 
9,780 39 m/s*. Entretanto, este valor é menor do que a gravidade 
real g,, pois, devido à rotação da Terra, parte do peso dos corpos 
é utilizada para gerar a aceleração centrípeta. Sabendo que o raio 
da Terra no plano do equador é de 6 380 km, calcule o valor de 8. 


[===] 


do de lado L. 

11.6E Uma esfera homogênea tem massa M e raio R. Calcule 
a aceleração da gravidade gerada pela esfera em função da dis- 
tância r ao seu centro para r maior e menor do que R. 

11.7P Considerando o resultado do Exercício 11.6, calcule a 
energia potencial associada à interação da esfera com uma par- 
tícula de massa m situada no ponto r, para r maior e menor do 
que R. 

11.8E Antes de se conhecer a origem nuclear da energia das 
estrelas, Kelvin propôs que estas irradiavam em decorrência do 
calor gerado em um contínuo processo de compactação do gás 
nelas condensado. O Sol atualmente irradia com uma potência 
de 3,9 x 10% W. Compare esta potência com a emissão total de 
energia envolvida no processo de condensação do gás para 
formar o astro, 1 x 10%! J, estimada na Seção 11.5. 

11.9E Calcule a auto-energia gravitacional da Terra, consi- 
derada como esfera homogênea. 

11.10P Calcule a energia de ligação entre Júpiter e o Sol. 

11.11P Considere a Terra como uma esfera homogênea, e 
suponha que um estreito túnel seja feito passando pelo seu 
centro, como exposto no Exemplo 11.1. Um corpo é abandonado 
com velocidade nula na entrada do túnel. A) Descreva qualitati- 
vamente o movimento do corpo. B) Calcule a sua velocidade ao 
passar pelo centro da Terra. 

11.12P Mostre que a velocidade de escape do Sol, partindo 
de um ponto sobre a órbita circular de um planeta é igual a 
V2v, , onde v, é a velocidade orbital do planeta. 

11.13E Os satélites de comunicação devem parecer estacio- 
nários quando vistos de um ponto fixo na Terra. Isso significa 
que eles devem orbitar em círculos no plano do equador, com 
período igual ao de revolução da Terra (23h56m). Calcule o raio 
de suas órbitas. 

11.14E Sabendo que o ano de Netuno é 165 vezes maior do 
que o da Terra, calcule a distância média de Netuno até o Sol. 


11.16E Um satélite de comunicação tem OA O a 
raio de 4,22 x 10º km. Calcule a energia por quilograma do satélite 
gasta para deslocá-lo desde a superfície da Terra e colocá-lo em 
órbita. 

11.17E Dois corpos esféricos de massas M, e M, inicialmen- 
te em repouso e com centros afastados da distância r,, começam 
a se movimentar um em direção ao outro movidos pela atração 
gravitacional. A) Mostre que Mv, = -M,y, » onde v, e v, são as 
velocidades dos corpos. B) Calcule v, e v, quando a distância 
entre os centros dos corpos é r. 

11.18P Duas estrelas, de massas M, e M,, orbitam em torno 
do centro comum de massa, ligadas pela interação gravitacional. 
Calcule o período de rotação do sistema, supondo que a distân- 
cia r entre as estrelas seja constante. 

11.19E Aplique a fórmula obtida no Problema 11.18 para o 
sistema Terra-Lua e calcule a diferença entre o período da Lua e 
o de um satélite artificial que orbitasse a Terra em órbita circular 
cujo raio fosse igual à distância média entre os centros da Terra 
e da Lua. 

11.20P Três esferas, cada uma com massa m, estão dispos- 
tas nos vértices de um triângulo eguilátero de lado l. A) Mostre 
que a força gravitacional sobre cada esfera dirige-se para o cen- 
tro do triângulo e calcule a intensidade de tal força. B) Mostre 
que em um movimento sincronizado das esferas, elas poder 
orbitar em torno do centro de massa comum, que é o centro do 
triângulo, e calcule a velocidade angular do sistema. 

11.21E Calcule a velocidade de escape: A) da superfície da 
Lua; B) da superfície de Júpiter; C) da superfície de uma estrela 
de nêutrons, com a massa de 4 x 10º kg e 10 km de raio. 

11.22E Calcule a diferença Ag da gravidade da Terra nas 
duas faces opostas da Lua. 

11.23E Tente identificar, no sistema solar, o corpo que sofre 
as marés mais intensas. 

11.24E Qual seria o raio do horizonte de eventos de um bu- 
raco negro com massa igual à da Terra? 


Atrito 
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Atrito é um fenômeno realmente ubíquo, principalmente na escala macroscópica. Sempre 
que um corpo macroscópico se move, está sujeito a forças de atrito. Por essa razão, para que 
possamos deslocar um corpo é necessário realizar trabalho sobre ele, mesmo para desloca- 
mentos na horizontal. Na verdade, grande parte da energia gasta pelo homem é destinada ao 
deslocamento de objetos diversos, incluindo pessoas, em média na horizontal. Nesses casos, 
tais objetos não ganham nenhuma energia potencial com os deslocamentos porque sua altitu- 
de não é alterada. Muito frequentemente também, corpos em repouso só permanecem neste 
estado devido a forças de atrito. Sem atrito, por exemplo, seria impossível para você perma- 
necer parado sobre uma superfície que não fosse perfeitamente horizontal. Com o agravante 
de que, uma vez em movimento, não lhe seria possível parar sem se agarrar a alguma coisa 
presa ao chão. Enfim, sem atrito, a lei da inércia, que a humanidade só veio descobrir muito 
recentemente, se manifestaria não somente com todas as suas virtudes mas também com as 
suas inconveniências para a vida diária. 

As forças de atrito que observamos no cotidiano são todas de natureza eletromagnética. 
Na verdade, no dia-a-dia só temos contato com duas forças, a gravitacional e a eletromag- 
nética. Esta última é a força que faz os átomos se agregarem em moléculas, e estas em 
corpos, como uma pedra ou este livro. As forças eletromagnéticas são perfeitamente com- 
preendidas no que diz respeito às suas leis básicas, conforme veremos neste livro. Entre- 
tanto, exceto em situações muito especiais, a aplicação dessas leis na investigação de fenô- 
menos envolvendo muitas partículas apresenta dificuldades matemáticas até hoje insuperáveis. 
Os sistemas de muitas partículas interagentes são por isso insolúveis. Não há solução exata 
para os mesmos; somente são encontradas soluções aproximadas e, em alguns casos, é 
muito difícil encontrar até mesmo soluções precariamente aproximadas. Por essa razão os 
sistemas de muitas partículas são denominados sistemas complexos. Muitos físicos gostam de 
reservar o adjetivo complexo para qualificar aqueles sistemas que dificilmente são compreendi- 
dos, mesmo por intermédio de aproximações muito rudimentares. Este é um detalhe de gradação, 

Todos os sistemas com os quais nos deparamos na vida diária, denominados matéria 
condensada, são complexos. Grande parte dos físicos investiga a matéria condensada. Tais 
físicos conhecem com precisão todas as leis básicas que governam a matéria condensada, 
mas se sentem impotentes para trabalhar as equações de movimento que resultam destas leis, 
e deste modo determinar o comportamento da matéria. Na verdade, a quantidade de equações 
a ser analisadas é enorme, da ordem de 10%, e não é possível nem mesmo escrevê-las. A 
abordagem microscópica, também denominada reducionista, baseada nas equações de movi- 
mento de cada partícula do sistema, é impossível de ser implementada. A matéria condensada 
é por isso analisada por métodos que incluem o cálculo das probabilidades, denominados 
métodos estatísticos. 

Os sistemas constituídos de muitas partículas apresentam leis que, apesar de serem con- 
sequência das leis fundamentais para o movimento de suas partículas, não aparecem como 
consegiiência daquelas em nenhuma análise praticável. Considere por exemplo uma certa 
quantidade de moléculas de água confinadas em uma caixa. Se a quantidade de moléculas for 
pequena, elas se comportarão de modo nada surpreendente. Suponhamos, porém, que as 
moléculas sejam em número muitíssimo elevado (se houver um micrograma de moléculas 
elas já serão em número de 3 x 10"). Nesse caso, o comportamento das moléculas depende- 
rá de uma grandeza relacionada com a sua energia cinética média, a temperatura. A referida 
relação envolve conceitos que de nenhum modo se originam dos contidos na física que 
determina o movimento individual das moléculas e depende de uma nova constante denomi- 
nada constante de Boltzmann. Este assunto será estudado em detalhe nos Capítulos 39 a 41 
deste livro. 


O comportamento da coleção de moléculas de água depende do número de moléculas 
dividido pelo volume da caixa (densidade de moléculas) e da energia média por molécula. 
Para a caixa com volume fixo, as moléculas se comportarão como um gás para energias 
altas, como um líquido para energias intermediárias e como um sólido para energias baixas. 
As transições entre estes estados é abrupta. São as denominadas transições de fase, que para 


moléculas. Na literatura corrente, estas leis características de sistemas macroscópicos são 
conhecidas como leis macroscópicas e aquelas como leis microscópicas. As leis macroscópicas 
são em geral obtidas diretamente da observação dos fenômenos, e por isso são também deno- 
minadas leis fenomenológicas. Eventualmente, mais tarde elas serão explicadas com base nas 
leis microscópicas. Há aí um detalhe da maior importância: geralmente, elas não são previstas 
com base nas leis microscópicas e sim explicadas posteriormente. Considere de novo as tran- 
sições de fase da água. Somente em 1971, o físico norte-americano Kenneth Wilson formulou 
uma teoria (que lhe rendeu o prêmio Nobel de 1982) com a qual o comportamento de um 
sistema próximo de uma transição de fase pode ser entendido a partir de leis microscópicas. 
Mesmo assim, trata-se de uma compreensão qualitativa. Não permite, por exemplo, calcular a 
que temperaturas (energia média das moléculas) a água irá transitar de vapor para líquido e de 
líquido para sólido. Muito menos que tipo de estrutura cristalina a água solidificada irá adotar. 
É comum referir-se às leis fenomenológicas como leis empíricas. Este é um modo muito 
confuso de classificar as leis. Na verdade, todas as leis da Natureza são empíricas, pois sempre 
se fundamentam na experiência e jamais têm demonstração definitiva. 


Considere agora uma das chamadas partículas elementares, isto é, partículas subatômi- 
cas que aparentemente não podem ser mais divididas em pedaços. O elétron é um exemplo 
de tais partículas. O comportamento do elétron deveria ser então muito simples, de fato tão 
elementar quanto o próprio elétron. Mas não é. O elétron interage com outras partículas, por 
exemplo com outro elétron. Como ambos os elétrons têm massa, eles interagem por inter- 
médio da força gravitacional. Eles interagem também eletricamente, e esta é uma força muito 
mais forte do que a força gravitacional. A força elétrica entre dois elétrons é cerca de 10° 
vezes mais intensa do que a força gravitacional. Na física clássica, essa força, como de fato 
também a gravitacional, é descrita em termos de um campo. No caso, campo elétrico, ou 
eletromagnético se um elétron se move em relação ao outro. Para descrever um campo, é 
necessário dizer qual é o seu valor em cada ponto do espaço. Portanto, a descrição envolve 
um número infinito de informações, já que o espaço possui infinitos pontos. Isso gera difi- 
culdades. Na física quântica, que é a correta para descrever tal interação, a força envolve 
troca de partículas, denominadas fótons virtuais, entre os dois elétrons. Ocorre que a intera- 
ção entre dois elétrons envolve um número infinito de fótons virtuais, fato este estritamente 
associado ao fato anteriormente citado de que o espaço tem infinitos pontos. Este é um 
fenômeno de enorme complexidade. Infinitas partículas! As chamadas teorias de campos, 
dedicadas ao estudo das interações entre as partículas, são teorias complexas em que ne- 
nhum problema até hoje recebeu solução completa. 


Dito isso, cabe perguntar onde estão os sistemas não-complexos. Na imaginação dos 
físicos. Mas não só af. Muitos sistemas participam de fenômenos como se fossem sistemas 
simples. Um elétron, por exemplo, nem sempre precisa ser visto como algo cercado de um 
enxame de fótons virtuais se desejamos estudar como ele se comporta em um átomo. Efeti- 
compriiiantoê rinimia dl Host vamente, ele se comporta como uma partícula simples que tem uma massa, uma carga e um 

análisento móvel an dipolo magnético. Da sua complexidade e mais outras complexidades que têm origem na 

complexidade. A teoria que mecânica quântica resultam correções minúsculas nas propriedades dos átomos, as quais 
ignora os fenômenos naescala podem ser ignoradas para quase todos os fins práticos. Teorias desse tipo são denominadas 
inferior é uma teoria efetiva. teorias efetivas. As teorias efetivas tratam os sistemas sem lentes de aumento, por assim 
—a dizer. Na física da matéria condensada, por exemplo, o elétron é visto sem a lente de aumen- 
to que revela a sua complexidade. Do mesmo modo que, na astronomia, um planeta é fre- 
gientemente visto como uma partícula com uma certa massa, mesmo quando o referido 
planeta inclui até o astrônomo que o investiga. Os sistemas ficam assim efetivamente sim- 
ples. Se quisermos uma definição em poucas palavras, um sistema é tratado como efetivo 
quando a escala de comprimentos mínima da nossa análise não revela a sua complexidade. 
A teoria que ignora os fenômenos na escala inferior é uma teoria efetiva. Tomemos como 
exemplo um fluido. Na dinâmica dos fluidos, a estrutura molecular da matéria é ignorada e o 
fluido é visto como um contínuo. Portanto, o fluido é tratado como sistema efetivo. 
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Um sistema é tratado como 
efetivo quando a escala de 
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de extraordinária complexidade. Neste caso, e em outros casos semelhantes, é necessário 
que se adotem esquemas de simplificação ainda mais drásticos. Tais esquemas se baseiam 
em modelos passíveis de análise, e seu comportamento supõe-se simular aproximadamente o 
do sistema cuja compreensão é almejada. 

Modelo é um conceito essencial em toda ciência. Os físicos frequentemente propõem 
modelos que muitas vezes soam ridículos para pessoas de outras áreas ou mesmo para rivais 
na própria física. Há uma célebre caricatura de modelos teóricos adotados pelos físicos que 
diz: “consideremos uma vaca esférica”. Entretanto, não se pode trabalhar sem o recurso a 
tais simplificações. A vaca esférica é essencial à nossa rotina, 

Sistemas complexos serão investigados na Parte TI desta obra (Volume 4). O atrito é um 
fenômeno muito complexo, mas antecipamos seu estudo, dedicando este capítulo à sua descri- 
ção. A razão disso é que necessitamos conhecê-lo, mesmo que precariamente, para diversas 
aplicações ao estudo de sistemas que serão tratados como efetivamente simples. Faremos um 
estudo que em vários aspectos é meramente descritivo. Não seremos capazes de justificar as 
leis que serão apresentadas e teremos delas um entendimento muito superficial. 


Seção 12.2 Atrito entre superficies de sólidos 


Ao arrastar um objeto apoiado numa superfície, uma caixa por exemplo, você sente 
nitidamente a força de atrito. Se a força horizontal que você aplica sobre a caixa for pequena, 
esta não se moverá, o que significa que sua força estará sendo anulada pela força de atrito 
entre a superfície e a caixa. O tipo de atrito entre as duas superfícies em contato mútuo 
estático é denominado atrito estático. Aumentando gradualmente a força que você aplica, 
haverá um valor limiar a partir do qual a caixa começa a se mover. Este limiar corresponde ao 
valor máximo da força de atrito estático entre as duas superfícies. Imagine agora uma expe- 
riência em que o plano sobre o qual a caixa se apóia seja deslocado muito lentamente da 
posição horizontal. Pode-se observar que a caixa ficará parada enquanto o ângulo de inclina- 
ção do plano não atingir um valor 8,,, - Este é o ângulo máximo para que a caixa permaneça 
parada. Se você colocar a caixa sobre o plano enquanto este fizer com a horizontal um ângulo 
maior que 0, | , ela deslizará. 


Suponha ainda que você comece a encher a caixa de objetos pesados, de modo que o 
peso da caixa carregada vá aumentando. Para cada peso da caixa, você poderá repetir a 
experiência e determinar a inclinação máxima para que a caixa fique parada. Irá desse modo 
verificar que o ângulo 0, independe de quanto peso você adicionou à caixa. Estes são, por 
enquanto, os fatos. Vamos analisá-los. 


Figura 12.1 

Caixa apoiada sobre um plano 
inclinado. Existe um valor máximo 
para o ângulo 0, acima do qual a 
caixa desliza, que depende das 
superfícies da caixa e do plano. 


A Figura 12.1 ilustra a caixa repousando sobre o plano inclinado. Sobre ela atuam três 
forças: o peso mg, a força de atrito estático F, e a força que impede que a caixa penetre para 
o interior do plano inclinado. Esta força é normal à superfície do plano e está designada pelo 
símbolo N. As forças terão resultante nula. A nulidade das componentes nas direções paralela 
e normal ao plano, respectivamente, implica as equações 


F,=mg senô, (12.1) 


Dividindo-se a Equação 12.1 pela 12.2, obtém-se 


(12.3) 


Combinando a Equação 12.3 com a condição O < 6, . chega-se a 
F$ Nt&0 (124) 


O valor de tg6, não depende da força normal N, o que pode ser constatado do fato le 
o ângulo máximo de inclinação não variar com o acréscimo de peso à caixa. Portanto, seu 
valor é uma grandeza que se pode associar às duas superfícies. Tal grandeza é denominada 
coeficiente de atrito estático entre as superfícies e é designada pelo símbolo u. A Equação 
12.4 pode ser portanto reescrita na forma 


F, <S HN. (12.5) 


Esta é a lei que descreve o atrito estático entre duas superfícies. O atrito estático pode ser 
qualitativamente interpretado de forma simples. Como ilustrado na Figura 12.2, as saliências 
das duas superfícies se interpenetram, e isso provoca um certo ancoramento entre elas. A 
interpenetração cresce quando os dois corpos são pressionados um contra o outro. Depende 
da força N por unidade de área, isto é, N/A. Como o número de pontos de ancoramento é 


proporcional à área A, a força de atrito acaba sendo proporcional a N. 


Figura 12.2 
O atrito estático entre duas 
superfícies sólidas decorre (em 
a parte) da interpenetração das 

f saliências microscópicas das 
superfícies e do ancoramento a isso 
associado. O polimento das 
superfícies diminui a sua rugosidade 
e, consequentemente, o seu atrito. 


Se polirmos as duas superfícies, as rugosidades diminuem ¢ isso diminui a força de atrito. 
Entretanto, se insistirmos em polir cada vez mais as duas superfícies, a partir de certo ponto 
a força que se opõe ao movimento da caixa volta a crescer. Isso se deve a um fenômeno 
distinto. Os átomos dos dois corpos se atraem com forças de curto alcance. Quando as duas 
superfícies ficam muito planas, aumenta a quantidade de átomos que ficam muito próximos 
aos do outro corpo, e o efeito de atração se torna mais forte. Então, os corpos sentem uma 
força de ligação mútua, como se estivessem se colando. Esta força cresce com N, mas não 
é mais proporcional a N. Mesmo quando N é nula ainda se percebe um valor não-nulo para a 
força. As pessoas que trabalham com placas de vidro conhecem pela experiência que as 
placas tendem a se colar. Neste limite, a Equação 12.5 falha. Os dois corpos podem ficar 
colados até para ângulos 0 = 7/2, o que equivaleria a um coeficiente de atrito infinito. Além 
disso, o ângulo máximo de inclinação do plano não é mais independente do peso da caixa. 

Voltando às experiências com a caixa com as superfícies não muito polidas, quando 
ultrapassamos o ângulo 6, a caixa começa a deslizar. Ocorre que a aceleração da caixa não 
varia continuamente com o ângulo de inclinação. Quando 6 passa pelo valor 8, , com 
ângulos crescentes, a aceleração da caixa salta bruscamente de um valor nulo para um valor 
muito distinto de zero e não é possível cessar a aceleração diminuindo um pouquinho o 
ângulo de inclinação. Sentimos experiência semelhante ao escorregar: o processo é brusco. 


=== 


Os carros modernos são 
projetados de tal forma que o 
fluxo do ar provoca uma força 

F, para baixo sobre o carro. Tal 
força cresce com a velocidade 
do carro. Neste caso, a força 
normal da pista sobre o carro 
não é mais mg e sim mg + F, 
Com isso, os carros podem 
frear mais facilmente e são mais 
estáveis nas curvas. Carros de 
corrida podem sofrer 
acelerações de até 3 g. 
E 


F.= UN. (12.6) 


O coeficiente y na Equação 12.6 é denominado coeficiente de atrito cinético entre as duas 
superfícies. Seu valor, para um par de superfícies, é sempre menor que o do coeficiente 
de atrito estático correspondente. Pelo menos para velocidades moderadas, o coeficiente de 
atrito cinético não depende da velocidade de deslizamento entre as duas superfícies. 

O valor menor do coeficiente de atrito cinético é muito importante no processo de frenagem 
de um carro. Se as rodas não derraparem, elas estarão rolando sobre a pista de tal modo que 
o ponto do pneu em contato com a pista estará sempre parado (ver Capítulo 10, Rotação de 
corpos rígidos / Parte B, para detalhes sobre rolamento). Nesse caso, opera o atrito estático, 
com um coeficiente que pode atingir o valor 1,0 para pneus e pista em boas condições. Se 
houver derrapagem, o atrito operante será cinético, e a diminuição do coeficiente de atrito 
aumentará a distância total que o carro percorre, além de gerar outros inconvenientes. Os 
sistemas de freio mais avançados possuem um mecanismo que os libera se o carro começa a 
derrapar. 


P Exemplo 12.1 Calcule a distância mínima que um carro, inicialmente se 
movendo com velocidade v, percorre no processo de frenagem, sem 
derrapar. 


Solução A distância mínima corresponde à situação limite em que a 
Equação 12.5 se transforma em uma igualdade. Tomando este limite e 
aplicando a relação entre trabalho realizado e variação da energia 
cinética, obtemos 

1 r a dis Voo 5 
umgd 2 "Vo a is 
O produto ug é, como se vê facilmente, a aceleração negativa do carro 
durante a frenagem, e define o quanto o carro gasta para frear, uma vez 
dada a velocidade inicial. Observe o quanto seria difícil frear na Lua, 
onde a gravidade é seis vezes menor do que na Terra. 


Seção 12.3 Atrito hidrodinâmico 


Colocando a mão para fora da janela de um carro em movimento, você sentirá uma força 
que o ar faz sobre ela. Se você estivesse em um barco aberto se movendo com a mesma 
velocidade do carro, você estaria sempre sentindo esta força do vento nas mãos. Ao colocar 
uma mão dentro da água sentiria uma força análoga, só que muito mais intensa. Um corpo 
sólido em movimento dentro de um fluido está sempre sujeito a uma força de resistência 
aplicada pelo fluido. A força é obviamente não-conservativa, já que sempre se opõe ao movi- 
mento e portanto realiza um trabalho (negativo) não-nulo em um circuito fechado. Isto é 
suficiente para que a classifiquemos como força de atrito. O atrito hidrodinâmico, como se 
diz, é um fenômeno investigado dentro de uma área da física denominada dinâmica dos 
fluidos, ou simplesmente hidrodinâmica. Este último termo, que significa dinâmica da água, 
foi cunhado pelo matemático e físico suíço Daniel Bernoulli (1700-1782), que foi o verda- 
deiro criador desta ciência. Algumas noções de hidrodinâmica serão apresentadas no Capítu- 
lo 43 (Fluidos). Antecipamos aqui o estudo do atrito hidrodinâmico. Este é um tema de 
enorme interesse prático. Várias indústrias fazem pesquisa intensa nesta área, incluindo as 
indústrias aeronáutica, de automóveis, naval, de ventiladores, de turbinas etc. O atrito 
hidrodinâmico é um fenômeno muito complexo, de fato um dos mais complexos da física. O 
estudo que apresentaremos aqui será muitíssimo elementar. 


SERES NEN EE 
Sendo assim, qualquer força 
horizontal F constante aplicada ao 

E barco resulta em uma velocidade 

estacionária v não-nula. Isso 

mostra que o atrito hidrodinâmico 
é realmente sempre dinâmico. 


Inicialmente, deve-se salientar que o atrito hidrodinâmico é realmente sempre dinâmico. 
Um fluido não oferece nenhum atrito estático sobre um corpo sólido. Considere, por exem- 
plo, um barco parado em um lago trangúilo, como mostra a Figura 12.3. Observa-se que 
qualquer força horizontal sobre o barco, por menor que seja, o colocará em movimento. À 
água se opõe ao movimento do barco, mas não o ancora. A força de ancoramento é exata- 
mente nula. Se quisermos continuar falando em termos da Equação 12.5, o coeficiente de 
atrito estático entre um sólido e um fluido é nulo. 


O atrito hidrodinâmico é um fenômeno que envolve dois mecanismos bem distintos. O 
primeiro deles se liga ao fato de que o corpo tem que abrir espaço no fluido para se deslocar. 
Neste mecanismo influi claramente a inércia do fluido. Essa forma de atrito é portanto maior 
se o fluido for denso; de fato é diretamente proporcional à densidade p (massa por unidade 
de volume) do fluido. Uma vez que a água é cerca de 800 vezes mais densa que o ar, é natural 
que o vento exerça sobre a sua mão uma força menor do que a água em movimento. Entre- 
tanto, se você movimentar sua mão dentro de mel ou de um óleo viscoso, sentirá um enorme 
aumento na força de atrito, apesar de esses fluidos terem praticamente a mesma densidade 
da água. A diferença provém do outro mecanismo de atrito, decorrente da viscosidade. Essa 
forma de atrito não tem nada a ver com a necessidade de o corpo abrir espaço para o seu 
movimento. Considere por exemplo uma esfera girando dentro do fluido. Ela não tem que 
abrir nenhum espaço para o seu movimento. Entretanto, está sujeita ao atrito que vem da 
viscosidade do fluido. As duas formas de atrito serão estudadas separadamente. 


12.3.1 Atrito inercial hidrodinâmico 


Conforme já comentamos, uma contribuição para o atrito hidrodinâmico decorre de o 
corpo estar abrindo espaço no fluido para o seu movimento. A compreensão básica dessa 
forma de atrito é obtida examinando-se os processos de colisão de partículas do fluido com 
o corpo. Consideremos, por simplicidade, que o fluido seja um gás. Neste caso, a colisão de 
cada molécula do gás com o corpo em movimento pode ser tratada como um processo 
elementar completo, com começo, meio e fim. As partículas do gás, de fato, estão em 
perpétuo movimento caótico, e dessa forma sempre colidindo com o corpo, mesmo estando 
este parado. Os impulsos das várias colisões elementares, entretanto, se cancelam mutua- 
mente quando o corpo está parado. O corpo em movimento, porém, experimenta mais coli- 
sões na proa do que na popa, e portanto um impulso efetivo contrário ao seu movimento. Daí 
vem a força de atrito. 


Na presença do corpo em movimento, o gás apresenta uma dinâmica muito complexa. As 
moléculas adquirem um movimento coletivo para se desviar do corpo. Nesse comportamen- 
to coletivo, influem as colisões das moléculas com o corpo e também as colisões das molé- 
culas umas com as outras. As colisões entre moléculas fazem com que a presença do corpo 
em movimento seja sentida por moléculas relativamente afastadas dele. Portanto, o problema 
não pode ser tratado sem uma análise da dinâmica do próprio gás. 

O atrito hidrodinâmico pode ser mais facilmente tratado no caso ideal em que não há 
nenhuma interação entre as moléculas do gás. Isso é o que acontece por exemplo com uma 
nave espacial. O gás existente no espaço interplanetário é tão rarefeito que podemos tratá-lo 
como um sistema de partículas que não interagem entre si. Neste caso limite, o movimento 


— HH 


=y 


Área frontal 
de um corpo em movimento é a 
área da sombra do corpo criada 
por um feixe de luz paralelo à 
sua velocidade. 
AS 


Definição do coeficiente 
de arraste C 


meio constituído de moléculas paradas. A seguir, analisaremos este problema simples. 


Figura 12.4 

Um corpo se move dentro de um gás. 
Ignorando o movimento aleatório das 
moléculas de gás, o número de colisões 
sofridas pelo corpo em um intervalo de 


S v 
£ tempo Ar será igual ao número de 
Ê moléculas contidas no volume A vât 
"vii varrido pelo corpo neste intervalo. 


Considere um corpo se movendo em relação às moléculas do ar e ignore o movimento 
aleatório destas. Em um intervalo de tempo Ar, o número AN de colisões que o corpo expe- 
rimenta é dado por 


AN =nAV, (12.7) 


onde n é o número de moléculas por unidade de volume e AV é o volume de ar que o corpo 
desloca naquele intervalo de tempo. Claramente, tem-se (Figura 12.4) 


AV = Avåt, (12.8) 


onde A é a área de seção do corpo no plano perpendicular à sua velocidade v. Em outros 
termos, A é a área da sombra do corpo se iluminado com um feixe de luz paralelo à sua 
velocidade. Esta é denominada área frontal do corpo. As moléculas, antes da colisão, tinham 
no referencial do corpo um momento linear dado por 


Ap =-ANmv = -Anmvvåt. (12.9) 


Se essas moléculas fossem absorvidas pelo corpo, ou seja, se as colisões fossem totalmente 
inelásticas, teríamos um processo que é exatamente o inverso ao de um foguete, já estudado 
no Capítulo 7 (Conservação do momento). O corpo sentiria um empuxo negativo dado por 


p= as api, (12.10) 
Ar 


onde p = nm é a densidade do ar. 

As aproximações que fizemos para chegar a esta fórmula são muito rudimentares. Entre- 
tanto, não é nada fácil ser mais preciso do que isso. Os choques entre as moléculas e o corpo 
realmente não são elásticos. O corpo deixa um rastro de gás mais quente em seu caminho, 
que se deve ao caráter inelástico das colisões. Por outro lado, também não são totalmente 
inelásticos. Além do mais, para um corpo de forma geral, muitas colisões não são frontais, e 
isso reduz o impulso transferido ao corpo. A tradição, ao abordar este problema, consiste em 
incluir todos os efeitos difíceis de se calcular em uma única incógnita e escrever a força de 
atrito na forma 


F= CA} pv, a211) 


na qual aparece o coeficiente adimensional C, denominado coeficiente de arraste do corpo, 
dependente da sua geometria e da forma como ele se orienta em relação ao movimento. Nas 
indústrias automobilística e aeronáutica, C costuma ser denominado coeficiente de penetra- 
ção aerodinâmica. A solução do problema agora consiste na determinação do número C. No 
caso limite de um gás muito rarefeito, o coeficiente de arraste C é uma constante, ou seja, 
não varia com a velocidade do corpo. Entretanto, a tradição consiste em exprimir a força de 


marodinamico É COMPICÃO. À 
complexidade do problema está 
embutida no coeficiente de 
arraste C, definido pela Equação 
12.11, o qual depende da forma 
e velocidade do corpo, e também 
das propriedades do fluido. 
nais 


dade do corpo, o que significa que C varia com a velocidade, ou seja, C = C(v). Entretanto, 
esta variação é pouco pronunciada, e em faixas bastante amplas de velocidades o coeficiente 
C pode ser tratado como uma constante. O valor de C se situa quase sempre entre 0,1 e 1,5. 
Um automóvel possui coeficiente de arraste na faixa de 0,30 a 0,45, dependendo do modelo. 
Um avião de passageiros subsônico tem coeficiente de cerca de 0,2. Um pára-quedas tem 
coeficiente de cerca de 1,4. 


Exemplo 12.2 Um automóvel possui coeficiente de arraste de 0,38 e área 
frontal de 2,5 m?. Calcule a potência dissipada pelo atrito do ar para o 
carro movendo-se a 40 m/s. 


Solução A potência dissipada é o produto da força de atrito pela 
velocidade do veículo. Portanto, obtém-se 


2 3 
P= =CApv? = $0,38x25m? x13 x 40! E = 39,5 KW = 53 cv 
m s 


12.3.2 Viscosidade 


Se você pegar duas pequenas placas de vidro e apoiar uma sobre a outra, perceberá uma 
força que resiste ao deslizamento de uma placa sobre a outra. Esta força já foi discutida na 
Seção 12.1. Entretanto, se você molhar as placas com água, perceberá um nítido aumento da 
resistência ao deslocamento. Após isso, você poderá repetir a experiência molhando as pla- 
cas com óleo de cozinha e depois molhando com mel. Perceberá que cada vez mais aumenta 
a resistência ao deslocamento das placas. O fenômeno descrito, em si, tem origem em uma 
tendência dos fluidos em se ancorar na superfície dos sólidos. Pequenas forças de atração 
entre o sólido e as moléculas do fluido são suficientes para aprisionar uma camada finíssima 
de moléculas do fluido na superfície do sólido. Este é um fenômeno universal. Se você 
expuser um sólido a um certo gás e em seguida introduzi-lo em uma câmara que possa ser 
evacuada, mesmo após retirar da câmara todo o gás possível, um exame ultramicroscópico 
da superfície do sólido irá revelar que ela está coberta de uma camada de moléculas do gás 
que se ancoraram no sólido e não foram retiradas pela sucção da bomba de vácuo. Tal 
camada tem espessura igual ao diâmetro da molécula do gás. É uma camada monomolecular, 
ou monocamada, como se diz tecnicamente. O fenômeno é denominado adsorção. Para 
limpar a superfície do sólido, é necessário aquecê-lo a temperaturas em geral muito elevadas, 
sob vácuo. 

Quando imerso em um fluido, o sólido adsorve uma monocamada dele. Ao se move: 
dentro do fluido, o sólido carrega consigo a monocamada adsorvida. Esta camada tende a 
arrastar consigo as camadas adjacentes do fluido. O fenômeno responsável por este último 
efeito é a viscosidade, ou seja, a resistência ao movimento relativo das camadas superpostas 
do fluido. Devido à viscosidade, as camadas superpostas do fluido deslizam com dificuldade 
umas sobre as outras. Alguns fluidos fluem mais facilmente; são mais fluidos, ou seja, 
menos viscosos. Outros, como o óleo e o mel, são menos fluidos. Nem mesmo os gases 
fluem com perfeição. 

A resistência ao deslizamento das placas de vidro molhadas é um efeito combinado da 
adsorção e da viscosidade. Ela é utilizada na prática para a medição da viscosidade Jos 
fluidos, como se verá a seguir. Considere duas placas planas e paralelas, cujo espaço interno 
seja preenchido por um dado fluido, como se vê na Figura 12.5. 
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A viscosidade 
é uma grandeza com dimensão 
de força vezes tempo dividido 
por área. No SI a sua unidade é 
Ns/m?. Uma outra unidade 
muito usada é o centipoise. 
—a 


paralelas é preenchido por um 
fluido. Se aplicarmos uma força 
constante horizontal F à placa de 
cima, mantendo a de baixo fixa, 
aquela se moverá com velocidade 
v, constante. Esta velocidade é 
proporcional a F e à separação d ,e 
inversamente proporcional à área A 
das placas. O fenômeno envolvido 
é a viscosidade do fluido. 


Se aplicarmos uma força horizontal constante F sobre a placa de cima, mantendo a placa 
de baixo fixa, aquela se deslizará com velocidade constante v, na direção da força. A experién- 
cia mostra que a velocidade é proporcional à força aplicada por unidade de área das placas e 
também proporcional à separação d entre elas. Matematicamente, isso é expresso por 


(12.12) 
onde 1 é a viscosidade do fluido. A viscosidade é uma grandeza com dimensão de força vezes 


tempo dividido por área. No SI a sua unidade é Ns/m?. Uma outra unidade muito usada é o 
centipoise, definido por 


1 centipoise = 103Ns. 
ma 
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Tabela 12.1 
Valor da viscosidade de alguns fluidos. 


Material Temperatura (°C) n (Nes: m? 
Ar 40 1,57x105 

Ar 0 1,71x10* 

Ar 20 1,82x10* 
Água 0 1,79x10º 
Água 20 1,00x10º 
Água 100 2,82x10+ 
Mercúrio 20 1,57x10º 
Glicerina 20 1,50 

Glicerina 60 0,10 

Glicerina 100 0,017 

Óleo SAE 30 20 0,41 

Óleo SAE 30 60 0,035 

Óleo SAE 30 100 0,0012 
Hidrogênio 20 8,87x10* i 


Laaa 


A Tabela 12.1 mostra a viscosidade de alguns fluidos para diferentes temperaturas Nota- 
se, exceto para os gases, uma tendência universal de declínio da viscosidade quando »: «4. va 
a temperatura. A viscosidade dos óleos decai de forma muito pronunciada com a temperatu- 
ra. Esta é a principal razão pela qual um carro frio tem baixo desempenho. 

Conforme ilustrado na Figura 12.6, a velocidade do fluido varia linearmente com a posi- 
ção vertical y entre as placas, indo de zero em y = 0 a v, em y = d. Formalmente, podeis 
escrever 


TEA 
dy 


(12.13) 


o 


v=y,* 
d 


fluido descrito na Figura 12.5 
com a posição vertical, no 
referencial em que a placa de 
baixo está parada. As camadas 
do fluido adjacentes às placas 
acompanham o movimento 
destas. 


(12.14) 


A 


Na Equação 12.14, colocamos o índice x em F e v para enfatizar o fato de que estes vetores 
qe somente têm componentes na direção x. Esta equação exprime a relação geral entre a força 
Força de cisalhamento de cisalhamento e a variação da velocidade de deslizamento das camadas superpostas em 
é o termo usado para indicar as um fluido. 
forças laterais que provocam o 
deslizamento das duas placas. 
medo 


Compreende-se então o mecanismo que gera a resistência ao deslizamento das placas. 
Devido ao fenômeno de adsorção, a monocamada na superfície do corpo move-se rigida- 
mente junto com ele. Devido à viscosidade, esta camada puxa as camadas adjacentes do 
fluido. A velocidade deste varia com a posição. Na superfície do corpo, o fluido move-se 
com velocidade igual à dele. Tal velocidade decai gradualmente para valores nulos em pontos 
distantes do corpo. O atrito ocorre de fato no movimento relativo das partes do fluido. Um 
aspecto muito relevante do atrito viscoso é o fato de a força de arraste ser proporcional à 
velocidade do corpo. Isso provém de que tanto a Equação 12.12 quanto a Equação 12.14 
exprimem relações de proporcionalidade entre força e velocidade. Existe, portanto, um con- 
traste marcante entre o atrito devido à viscosidade do fluido e o atrito devido à sua inércia: 
aquele é proporcional à velocidade enquanto este é proporcional ao quadrado da velocidade 
do corpo. A força de atrito devida à viscosidade obedece portanto à lei 


F=knv, (12.15) 


onde K é uma constante característica do corpo, com dimensão de comprimento. Se quiser- 
mos colocar a Equação 12.15 em forma semelhante à Equação 12.11 devemos escrever 


F=C,Lnv. (1216) 


Na Equação 12.16, L é algum comprimento característico do corpo e C, '„ é Um coeficiente 
adimensional relacionado com a sua forma e sua orientação em relação à velocidade. A força 
de atrito viscoso pode ser calculada com boa precisão em algumas situações muito simples. 
Para uma esfera de diâmetro D, obtém-se 


F,=37Dnv. (12.17) 


Seção 12.4 Número de Reynolds 


A hidrodinâmica teve uma evolução bastante complicada e tortuosa. O trabalho de Bernoulli 
e de outros físicos resultou na chamada hidrodinâmica clássica. Nesta, a viscosidade não 
era considerada e portanto qualquer atrito sobre um corpo movendo-se em um fluido era de 
origem inercial. Como esta varia com o quadrado da velocidade do corpo, cai muito rapida- 
mente quando a velocidade tende a zero. Portanto, para pequenas velocidades o corpo deve- 
ria se mover quase sem atrito. Na verdade, a hidrodinâmica clássica prevê uma força de 
atrito exatamente nula para o regime de velocidades em que o fluido não apresenta turbulên- 


Definição do número de 
Reynolds 
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Quando o número de Reynolds 
é menor do que 1, a 
contribuição da inércia do fluido 
para o atrito hidrodinâmico é 
desprezível, e quando aquele 
número é maior do que 100, a 
contribuição da viscosidade é 
desprezível. Somente para Re 
entre 1 e 100, as duas 
contribuições precisam ser 
consideradas. 
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Figura 12.7 

Variação do coeficiente de 
arraste C com o número de 
Reynolds para uma esfera e 
um cilindro longo movendo- 
se com velocidade 
perpendicular ao seu eixo, 
(reproduzido de Munson, 
Fundamentals of Fluid 
Mechanics, 2nd ed., 1994, 
com permissão). 


nharia de caráter estritamente experimental, a Atarâutica. somente em 1 24 101 conseguida a 
unificação das duas ciências, graças ao trabalho do físico alemão Ludwig Prandtl (1875- 
1953). O trabalho de Prandtl resultou em um tratamento unificado em que o atrito evolui 
continuamente da contribuição essencialmente viscosa para pequenas velocidades para a 
contribuição essencialmente inercial para altas velocidades. O parâmetro que define a impor- 
tância relativa das duas contribuições é o número de Reynolds, definido por 


Re= BE v. 
n 
O número de Reynolds é adimensional. Quando seu valor é pequeno, a contribuição da 
inércia do fluido para o atrito é pequena. Quando ele é grande, a contribuição da viscosidade 
para o atrito é pequena. Uma regra prática muito útil é: para Re < 1, ignore a inércia e, para 
Re > 100, ignore a viscosidade do fluido. Somente para Re na faixa de 1 a 100, é importante 
considerar os dois efeitos. 


(12.18) 


Exemplo 12.3 Calcule o número de Reynolds para o carro do Exemplo 12.1, 
usando a dimensão típica L = 3m. 


2 2 
12 Ns m y3 mx4o™=8x10° 
s 


Solução Re=————— 
18x10% m Ns 


Vê-se, pelo alto valor do número de Reynolds, que a viscosidade do ar 
pode ser totalmente ignorada na análise do movimento de um carro. Isso 
legitima a solução apresentada naquele exemplo. 


Na hidrodinâmica moderna, o conceito de coeficiente de arraste é estendido até os limites 
em que a viscosidade é mais importante do que a inércia do fluido. Neste limite, o coeficiente 
Cé inversamente proporcional à velocidade, de modo que ao aplicar a Equação 12.11 obtém- 
se uma força de atrito que é proporcional à velocidade do corpo, como requerido pela Equa- 
ção 12.16. Para velocidades bastante menores do que a velocidade do som no fluido, o 
número de Reynolds, para corpos com uma dada forma, é o único parâmetro importante 
para determinar o coeficiente de arraste. A Figura 12.7 mostra a variação de C com Re para 
uma esfera e para um cilindro longo movendo-se com velocidade perpendicular ao seu eixo. 
Ambas as curvas mostram um mínimo pronunciado em aproximadamente Re = 5x10º. Este 
é um fenômeno universal. Para corpos de qualquer forma, este mínimo no coeficiente de 
arraste aparece aproximadamente no mesmo valor de Re. 


c | Cilindro iso | 
| SR d taD 
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Re = PYP 
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Quando sujeitos a uma força de atrito hidrodinâmico e a uma força propulsora fixa, os 
corpos atingem uma velocidade limite estável v, em que a força de atrito cancela exatamente 
a força propulsora. Tal limite é denominado velocidade terminal. Um exemplo importante 
ocorre na queda dos corpos. Neste caso obtém-se 


1 
mg =5CApvr”, (12.19) 


bExemplo 12.4 Calcule a velocidade terminal de queda de uma bola de 
futebol, com massa m = 0,453 kg e diâmetro D = 0,226 m (área 
A = 0,040 m°). 


Solução Suponhamos inicialmente que o movimento corresponda ao 
regime em que o coeficiente de arraste se situa no platô em torno de 
C=0,4 na Figura 12.7. Neste caso 


Podemos agora testar o valor de C. O número de Reynolds é 
Rez 12x0,23x21 
18x107 


Vê-se que o número de Reynolds corresponde ao ponto de mínimo do 
coeficiente C. Neste caso, devemos refazer os cálculos usando C = 0,1. 
Obtemos 


=3x10º. 


v,=42m/s, Re = 6x10º. 


É notável o fato de que na faixa típica de velocidade de uma bola de 
futebol, de 20 a 30 m/s, o coeficiente de arraste é mínimo. 


> Exemplo 12.5 Na sua célebre experiência para determinar a massa do elétron, 
Millikan media a carga elétrica de pequenas gotas de óleo observando o 
valor do campo elétrico vertical necessário para equilibrar o peso das gotas. 
Em equilíbrio, qE = mg, onde q é a carga elétrica da gota, mg o seu peso e 

| E o campo elétrico. Para determinar de forma independente o peso mg das 
gotas, Millikan observava a sua velocidade terminal de queda no ar. Nessa 
determinação, ele utilizava a força de arraste F = 37 Dny, , utilizando portanto 
a Equação 12.17. Considere uma gota de óleo de densidade p = 920 kg / m’ 
com diâmetro D = 5,0x10% m . Calcule a velocidade terminal e verifique a 
posteriori se o uso da Equação 12.17 foi adequado. 


Solução A velocidade terminal da gota será 
P 5D g=3nDrwvr 
pD? 


-Vr = 7 
187 
O número de Reynolds terá o valor 


3 
Re= PaB y, = PB, 
n 187 


635 
Re = 20x12x(5x10 E) =2x10*. 
18x(1,8x10%) 


Dado o pequeno valor de Re, o tratamento dado por Millikan é correto. 


Seção 12.6 Aerodinâmica 


Uma ciência que se desenvolveu paralelamente à hidrodinâmica e à hidráulica, como dis- 
ciplina exclusivamente experimental, foi a aerodinâmica. Um acúmulo de grande número de 
observações em túneis de vento levou ao reconhecimento de formas mais próprias para o 
movimento dentro de um fluido. Mais recentemente, tem sido possível simular em computa- 
dor o comportamento de um avião ou de um automóvel, a partir da formulação moderna da 
hidrodinâmica. A forma de peixe, principalmente a dos peixes mais velozes, como tubarão e 
peixe-espada, tem demonstrado ser muito eficiente na aerodinâmica. O corpo de um avião 
cada vez mais se assemelha à forma de peixe. Um corte vertical nas suas asas irá revelar o 
perfil de um peixe. Assim, curiosamente, após um longo e tortuoso processo de desenvolvi- 
mento envolvendo três ciências, acabamos copiando o trabalho que a Natureza fez, pelo 


processo de evolução das espécies. Tudo isso é muito interessante! 


Figura 12.8 


A evolução biológica das espécies desenvolveu formas aerodinamicamente eficientes que a tecnologia 
acabou reproduzindo. 


Exercicios e problemas 


12.1E Uma caixa repousa sobre uma rampa cujo ângulo de 
inclinação O é variável. Sendo 0,60 o coeficiente de atrito estáti- 
co entre a caixa e a rampa, supondo-se que a inclinação da rampa 
esteja crescendo a partir da posição horizontal, em que valor de 
ô a caixa começa a deslizar? 

12.2P Seja 0,40 o coeficiente de atrito cinético entre a caixa e 
a rampa do Exercício 12.1. A) Com que aceleração a caixa desliza 
para 6 = 32º? B) A rampa está com a inclinação 6 = 15º e a caixa 
recebe um impulso que lhe imprime uma velocidade inicial de 
5,0 m/s para baixo. Quanto ela se desloca até parar? 

12.3P A caixa na Figura 12.9 tem massa de 10 kg e seu coefi- 
ciente de atrito estático com a rampa é 0,45. A) Se O = 30º, qual é 
o valor de F para que ela fique em repouso? B) Suponha que O 
seja aumentado para 45º e a intensidade da força seja mantida no 


valor calculado anteriormente. Sendo 0,35 o coeficiente de atrito 
cinético entre as superfícies, qual é a aceleração da caixa? 


Figura 12.9 
(Problema 12.3). 


o valor mínimo de F para que a caixa não caia? 


m 


Figura 12.10 
(Exercício 12.4). 


12.5P Suponha que a caixa da Figura 12.9 seja substituída 
por um cilindro, posicionado com seu eixo na horizontal, e que a 
força F seja inexistente. Sendo 0,45 o coeficiente de atrito está- 
tico entre o cilindro e a rampa, qual é o valor máximo de O para 
que o cilindro role na rampa sem deslizamento? 

12.6E Duas placas de vidro, com área de 50 cm? cada, parale- 
las uma à outra, estão separadas por uma distância vertical de 
0,50 mm, enquanto suas coordenadas horizontais são coinci- 
dentes. Seu interior é preenchido por glicerina a 20°C. Sabendo 
que uma placa desliza sobre a outra com velocidade de 1,0 mm/s, 
calcule a força de cisalhamento aplicada às placas. 

12.7E Uma placa de vidro molhada com área de 2,0 m? é 
colocada sobre outra placa idêntica, e um filme de água com 
espessura de 3,0 um se forma entre elas. Uma força de cisalha- 
mento de 50 N é aplicada às placas. Com que velocidade elas 
deslizam uma sobre a outra? 

12.8E A) Calcule a força de atrito devida à viscosidade de 
uma esfera de raio igual a 1,00 cm, deslocando-se à velocidade 
de 1,00 cm/s dentro de um fluido com densidade p = 1,0g / cm’ e 
viscosidade 1 = 2,0 Ns/m?. B) Calcule o número de Reynolds do 
movimento e verifique se o atrito inercial é relevante. 

12.9E Uma pára-quedista com massa de 60 kg salta com um 
pára-quedas cuja área frontal é de 15 m?. Sabendo que a densi- 
dade do ar ép = 1,2 kg / m’ e que o coeficiente de arraste do pára- 
quedas é C = 1,4, calcule a velocidade terminal da pára-quedista. 

12.10E Um pára-quedas será usado para descer uma caixa 
que não pode colidir com o solo com velocidade superior a 
3,0 m/s. Sendo 100 kg a massa da caixa e 1,4 o coeficiente de 
arraste do pára-quedas, qual deve ser o valor mínimo da área 
frontal deste? A densidade do ar é 1,2 kg/m”. 

12.11E Um carro com área frontal de 2,1 m? tem coeficiente 
de arraste C = 0,35. Qual é a força de atrito do ar quando o carro 
viaja a 140 km/h? 


coeficiente de arraste é 0,88 e sua velocidade é de 40 km/h. 4) 
Qual é a potência dissipada pelo atrito do ar? Com o dorso posi- 
cionado na posição vertical, a área frontal do ciclista e sua bici- 
cleta é 0,51 m? e seu coeficiente de arraste é 1,1. Realizando o 
mesmo esforço anterior, qual é a velocidade do ciclista? 


12.13E Um edifício tem altura de 100 m e frente com largura 
de 15 m. Seu coeficiente de arraste é 2,0. A) Qual é a força que um 
vento de 90 km/h faz sobre o edifício? B) Supondo-se que a 
força do vento seja aplicada uniformemente ao longo da altura 
do prédio, qual é o torque da força em relação ao solo? 

12.14E Um caminhão baú tem coeficiente de arraste igual a 
0,96 e área frontal de 6,0 m?. Qual é a potência dissipada pelo 
atrito com o ar (densidade 1,23 kg/m”) quando sua velocidade é 
120km/h? 

12.15E Um avião, cujo coeficiente de arraste é C = 0,20, 
possui área frontal de 18 m?. Qual é a potência gasta para vencer 
o atrito do ar, quando o avião voa a 950 km/h à altitude de 9 000 
m, onde a densidade do ar é p = 0,39 kg / m’? 

12.16P Uma esfera de densidade p, = 2,7x10° kg /m’ e raio 
R = 0,25 cm submerge em um poço de água profundo. Devido ao 
empuxo da água sobre a esfera, sua densidade aparente (dife- 
rença entre as densidades da esfera e da água) é p = 1,7x10 kg /m’. 
A) Estime a velocidade terminal da esfera. B) Estime o número de 
Reynolds correspondente à velocidade terminal. Sugestão: Su- 
ponha que o coeficiente de arraste seja C = 0,4, e verifique a 
suposição a posteriori. 

12.17P A mesma esfera descrita no Problema 12.16 submer- 
ge em óleo SAE 30 à temperatura de 20ºC, cuja densidade é 
aproximadamente igual à da água. A) Calcule a velocidade termi- 
nal da esfera. B) Calcule o número de Reynolds correspondente 
à velocidade terminal. 

12.18E Algumas vezes, o coeficiente de arraste é definido 
em termos da área total da superfície do corpo e não da sua área 
frontal. Nessa nova definição, o coeficiente de arraste de um 
golfinho é 0,0036. Um golfinho tem área de superfície de 3,0 m? e 
nada à velocidade de 30 km/h. Qual é a potência despendida 
para vencer o atrito aerodinâmico? 

12.19P* Uma esfera de massa m e raio R cai no ar, cuja 
viscosidade é y, sob o efeito da gravidade. O número de Reynolds 
relativo a seu movimento é sempre menor do que 1. Sendo nula 
a velocidade da esfera em r = 0, calcule a função v(t) que exprime 
a variação da velocidade da esfera com o tempo. 
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Ecs 
Movimento harmônico simples 
é a projeção em um dado eixo 
do movimento circular 
uniforme. 

a 


A Natureza apresenta inúmeros exemplos de movimentos periódicos, ou seja, movimen- 
tos que se repetem em ciclos. Exemplos notáveis são o movimento da Terra e dos outros 
planetas em torno do Sol, o movimento de rotação da Terra em torno do seu eixo, o movi- 
mento de um pêndulo etc. Outros fenômenos, como o som e a luz, também apresentam um 
caráter periódico, o qual não é evidente à primeira vista. Por isso, o estudo dos movimentos 
periódicos tem grande importância na física. Um tipo particular de movimento periódico tem 
uma importância especial: o movimento harmônico simples. O movimento harmônico sim- 
ples é a projeção em um dado eixo do movimento circular uniforme. Consideremos =» 
partícula em movimento circular uniforme, com velocidade angular œ, em um círculo Pn 
R, como mostra a Figura 13.1. 


Figura 13.1 

A projeção em um eixo do 
movimento circular 
uniforme de uma partícula 
é denominada movimento 
harmônico simples. 


A posição da partícula é descrita pelo ângulo (p, o qual será dado por 


Q=0t+ Qy (13.1) 


A projeção em um dado eixo, digamos eixo x, do movimento da partícula será descrita pela 
sua coordenada x, expressa por 


x = Reos(Wt + g). (13.2) 


A Equação 13.2 exprime matematicamente o movimento harmônico simples. O ângulo q que 
aparece como argumento da função x nesta equação é denominado ângulo de fase, ou sim- 
plesmente fase do movimento. Vê-se que q, é a fase inicial do movimento, isto é, a fase em 
t=0. O período do movimento é o tempo T necessário para se completar um ciclo. 
Obtém-se imediatamente 


wT=2m, (133) 


A fregiiência v do movimento é o número de ciclos completados por unidade de tempo. 
Portanto, 


vT=1,e v= T. (13.4) 


A velocidade e a aceleração da partícula realizando o movimento harmônico simples descrito 
pela Equação 13.2 são dadas, respectivamente, por 


X=-wRsen(wt+q,). (13.5) 
X=-w? Rcos(wt+9,). (13.6) 
Comparando as Equações 13.2 e 13.6, deduz-se que 


i=-w?x. (13.7) 


cgi 
O oscilador harmônico simples 
é modelo exato ou aproximado 
de muitos sistemas físicos de 
grande importância. 
a 


e ita a RE e O 


ï=-w’ Rcos(wt +p,). (13.9) 


Vê-se portanto que, a menos do fator de escala w ou œ?, a velocidade e a aceleração da 
partícula variam no tempo de modo análogo à sua posição. A única diferença entre as fun- 
ções x, xe X está ligada ao ângulo de fase q. As fases para x e X estão adiantadas de 
% e 7, respectivamente, em relação à fase de x. A Figura 13.2 mostra a variação no tempo 
da posição x, da velocidade v= x e da aceleração a = x da partícula para o caso particu”. - 
em que œ= l. 


Figura 13.2 

Variação temporal da 
posição, velocidade e 
aceleração de um oscilador 
harmônico simples. 


Um sistema com um grau de liberdade capaz de oscilar na forma de movimento harmô- 
nico simples quando livre de ação externa é denominado oscilador harmônico simples. O 
oscilador harmônico simples é modelo exato ou aproximado de muitos sistemas físicos de 
grande importância, o que justifica o seu estudo detalhado. 


Seção 13.2 Exemplos de oscilador harmônico 
simples 


13.2.1 Sistema massa-mola 


k Figura 13.3 

m Sistema massa-mola, 
exemplo de oscilador 
harmônico simples. 


Consideremos um corpo de massa m, movendo-se sob a ação de uma mola de massa 
desprezível e constante de mola k, como mostra a Figura 13.3. Ignorando o atrito, a força 
atuando sobre o corpo será 

F=-kx, (13.10) 
e a equação de movimento do sistema terá a forma simples 


mk=-kx. (13.11) 


Comparando as Equações 13.7 e 13.11, deduz-se que o sistema é um oscilador harmônico 
simples cuja freqüência angular natural é 


(13.12) 


x=x, cos(m,t + E), (13.13) 
onde + x, é o deslocamento máximo do corpo em relação à sua posição de equilíbrio. Note- 


se que a fregiiência angular do oscilador é o análogo da velocidade angular no movimento 
circular uniforme. 


13.2.2 Pêndulo simples 


mgsend Figura 13.4 


AEE seai Pêndulo simples, exemplo 
de oscilador harmônico 
mg simples. 


O pêndulo simples é o sistema constituído de uma partícula de massa m pendurada por 
um fio inelástico e sem massa de comprimento l. A Figura 13.4 mostra o pêndulo e as forças 
atuando sobre a partícula. A força tangencial resultante é 


F = -mg sen6. (13.14) 
O sinal de menos nesta equação exprime o fato de que a força é sempre oposta ao desloca- 
mento do pêndulo, ou seja, é uma força de restauração do equilíbrio. A aceleração tangencial 
da partícula é 

a=lô. (13,15) 
Combinando as Equações 13.14 e 13.15, obtém-se a equação de movimento do pêndulo 


0=-Fseno. (13.16) 


Para pequenos ângulos de oscilação, pode-se adotar a aproximação sen = 6 para se escre- 
ver 


-8g 
HA (1317) 


Portanto, para oscilações de pequenas amplitudes o pêndulo simples tem frequência angular 
natural 


o =$. (13.18) 


13.2.3 Pêndulo de torção 


Quando uma barra ou um cabo é torcido em torno de seu eixo, de um ângulo O em relação 
à sua posição de equilíbrio, ele reage com um torque de restauração proporcional a 0. Mate- 
maticamente, isso se exprime por 


“niversidade Federal do Rio G. do Nariz: 


= Figura 13.5 
am Pêndulo de torção, exemplo 


~ de oscilador harmônico 
0 simples. 
T=-K0- (13.19) 


onde xé a constante elástica de torção da barra ou do cabo. A Equação 13.19 já foi apresen- 
tada no Capítulo 11 (Gravitação), na discussão da experiência de Cavendish. Considere um 
corpo suspenso por um cabo, e seja 1 o momento de inércia do corpo em relação ao eixo 
definido pelo cabo, como mostra a Figura 13.5. Quando girado para fora do equilíbrio, o 
corpo se moverá regido pela segunda lei de Newton para rotações, que neste caso será 


1ô=-x0. (13.20) 


Portanto, o sistema constitui um oscilador harmônico simples com fregiiência angular natu- 
ral dada por 


(13.21) 


Seção 13.3 Condições iniciais do oscilador 
harmônico 


Dada a equação de movimento, o movimento de uma partícula é definido pelas suas 
condições iniciais, ou seja, pelo valor inicial de sua posição e velocidade. Nossa meta nesta 
seção é estabelecer a conexão entre as condições iniciais de um oscilador harmônico simples 
e os parâmetros contidos na Equação 13.13 ou na equação análoga para os casos em que a 
variável dinâmica não seja um deslocamento linear. Consideremos as equações 


x 


im COS(0,t + Po), (13.22) 
VEÍ=-0,X, sen(W,t+P,), 


" 


e sejam x, = x(t = 0), v, = v(t = 0). Das Equações 13.22, obtém-se 


Xo = Xm COS Po» 


Vo =-W,Xm SENP, - quam 
Dividindo a segunda equação acima pela primeira, obtém-se 

p= car( E - } (13.24) 
Calculado o valor de qp,, utiliza-se uma das Equações 13.23 para se calcular x, : 

= ig me O o; (13.25) 


" cosp, "  @,senp, 


| Sabendo-se que q, = 100/s, descreva o movimento subsequente. 


Solução Da Equação 13.24 obtém-se 


P, =-arctg (> 


Da segunda das Equações 13.25, obtém-se 


5,0 m/s 
Xm =-—— ~ =5,0 c. 
100 / s- sen(—7⁄4) 


Finalmente, pode-se escrever 
x=5,0 cm-cos(100 t/s —7⁄4) =5,0 cm- sen(100 t/s) - 


Freqüentemente, a Equação 13.13 é escrita na forma 
X= Xm COSP, -COSW,t— x, SEN Q, -SEN Wgt (13.26) 


Definindo as grandezas A=x, cosQ,, B=-x, Senp, , obtém-se 


x= AcosW,t+ BsenQ,t. (13.27) 
Das Equações 13.25, obtêm-se imediatamente A = x,, B= Vi, + e portanto 
o 
x=*, cosq,t+ Te seno. (13.28) 


Observe-se que a solução do problema do Exemplo 13.1 fica muito mais fácil utilizando-se a 
Equação 13.28, em vez da Equação 13.13, para exprimir o movimento geral do oscilador. 


Seção 13.4 Relações de energia no oscilador 
harmônico 


Consideremos o oscilador constituído do sistema massa-mola. As suas energias potencial 
e cinética serão, respectivamente, 


v=} =i? cos’ (w,t+p,). (13.29) 
K=imv? imo sen?’ (0,t+0,). (13.30) 


Com o uso da Equação 13.12, a Equação 13.30 se transforma em 
1 
K =5 n sen? (0t +9). (1331) 


Das Equações 13.29 e 13.31, vê-se que as energias potencial e cinética são funções oscilatórias 
de mesma amplitude com defasagem de 7/2 uma em relação à outra. Quando a energia 
potencial é máxima, a energia cinética é mínima, e vice-versa. A partir das Equações 13.29 e 
13.31 obtém-se a energia mecânica 


=== 


O crescimento e o decréscimo 
alternados das energias potencial 
ecinética, ambas oscilando da 
mesma forma, uma defasada da 
outra, são um dos fatos mais 
importantes ligados ao oscilador 
harmônico. 

—a 


E=>kx2 (13.33) 
2 


Figura 13.6 
Variação no tempo das 
energias potencial e 
cinética do oscila. 
harmônico simples. 


Funções 


Tempo 


A Figura 13.6 mostra a variação de V e K no tempo para o caso particular q, = 0. Em 
muitas situações, estamos interessados somente nos valores médios no tempo das energias 
potencial e cinética. Como o movimento é cíclico, a média no tempo é a média em um ciclo. 
Consideremos as médias 


1 17 
(V)= = fred, (K)= q) Kd E (13.34) 
o o 


Uma análise da Figura 13.6 torna claro que V e K têm os mesmos valores médios. Conside- 
rando ainda que 


Žin? = E=(E)=(V)+(K). (1335) 
conclui-se que 

(W)=(8)= Sta? (13.36) 
Matematicamente, a Equação 13.35 decorre da relação 


(13.37) 


Uma vez que (cos? 9) = (sen? o) conclui-se imediatamente que 
(cos? 9) = (senp) =>. (13.38) 


A Equação 13.38 será útil em várias situações futuras neste curso. 

O crescimento e o decréscimo alternados das energias potencial e cinética, ambas osci- 
lando da mesma forma, uma defasada da outra, são um dos fatos mais importantes ligados 
ao oscilador harmônico. A Figura 13.7 ilustra esta alternância para o caso particular do 
sistema massa-mola. Nessa ilustração, o instante inicial foi escolhido de forma que qp, = 0. 


Definição do unitário 
imaginário i 


Número complexo z 


Figura 13.7 


No oscilador harmônico 
massa-mola, a energia fica 
oscilando entre as formas 
potencial e cinética. Em alguns 
pontos especiais do ciclo, a 
energia é puramente potencial 
ou puramente cinética. Esta é 
uma característica comum a 
todos os osciladores. 


Seção 13.5 Números complexos 


O tratamento matemático do movimento oscilatório se torna muito mais simples com o uso 
dos números complexos. Nesta seção, faremos uma apresentação sucinta da álgebra desses 
números, visando especialmente a sua aplicação ao estudo de oscilações. Os números utilizados 
na medida das grandezas que observamos são números reais. Um número real estabelece uma 
relação entre uma grandeza observada e uma unidade de medida. Esses números podem ser 
inteiros ou fracionários, positivos ou negativos. A álgebra dos números reais apresenta a limita- 
ção de não permitir a exponenciação fracionária no caso geral. Por exemplo, não permite extrair 
a raiz quadrada de um número negativo. Os números complexos são uma extensão dos núme- 
ros reais que torna possível a exponenciação em qualquer situação. A extensão tem origem na 
definição do denominado unitário imaginário i pela relação formal 


im. (13.39) 
O número iy, y sendo um número real, é denominado número imaginário. A relação algébrica 
(ab) = ab” (13.40) 


permite agora extrair a raiz de qualquer número negativo. De fato, se a = -l e p=} na 
Equação 13.40, 


Vb = J-i Vb = ib. (1341) 


Um número complexo geral é uma entidade matemática contendo uma componente real e 
outra imaginária. Se x e y são números reais, o número z definido por 


z=x+iy (13.42) 


é um número complexo. 


= 


Um número complexo pode ser 
visto como um vetor em um 
espaço abstrato bidimensional. 
RE 
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A próxima meta é definir a álgebra para os números complexos. Para isso é importante 
definir um espaço abstrato composto por tais números. Neste espaço, são definidos dois 
vetores unitários, um real (1) e outro imaginário (i), como mostra a Figura 13.8. 


Figura 13.8 
Representação gráfica de um número 


complexo. O número complexo z é 
visto como um ponto no espaço 
abstrato bidimensional dos números 
complexos. As projeções do vetor- 
posição de z nos eixos horizonta! < 
vertical são, respectivamente, suas 
componentes real (x) e imaginária (y). 
Os vetores unitários desses eixos são 
1 e i, respectivamente. 


O número complexo z é definido como um vetor neste espaço. No caso do número definido 
pela Equação 13.42, o vetor tem componente x na direção 1 (direção real) e componente yna 
direção i (direção imaginária). A Figura 13.9 mostra alguns exemplos de números comple- 
xos. O vetor que define o número z tem um módulo, o qual é por definição o módulo de z. 
O símbolo para módulo de z é IE] - Portanto, em termos das componentes de z, obtém-se 


l= V+. 


z=-13i | 


4=-23i 


(13.43) 


Figura 13.9 


Alguns exemplos de 
números complexos e 
sua representação 


gráfica. 


Após definido o módulo, podemos escrever o número complexo na forma 


Portanto, pode-se escrever 


(cos +iseng) . 


(13.44) 


(13.45) 


Figura 13.10 


Representação gráfica do 
número complexo expresso 
pela Equação 13.44. 


Fórmula de Euler 


Representação de Euler de 
um número complexo 
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A representação de um número complexo na forma expressa pela Equação 13.44 é ilus- 
trada na Figura 13.10. Se z é um número de módulo unitário, a Equação 13.44 assume uma 
forma especial que merece destaque. O número de módulo unitário será designado pelo 
símbolo 2. Pode-se escrever 


ĉ=cosġ +isenó. (13.46) 


Portanto, o complexo unitário é um número que depende unicamente do seu ângulo de 
orientação à , ou seja, é uma função de à. As derivadas primeira e segunda dessa função são 


2È senfxicosp=iê, (I347A) 
do 

25 
LÊ cosp-isenp=-2= (E. (13.47B) 
dó 


Repetindo n vezes a derivação expressa na Equação 13.47A, obtém-se 


=i n=0,1,2,.= (13.48) 


A Equação 13.48 exprime uma propriedade realmente notável do unitário complexo. Tal 
propriedade lembra imediatamente a propriedade da função exponencial: 
ar 
do” 
onde a e ġ são números reais. O próximo passo agora é definir a função exponencial para 
expoentes imaginários, de tal modo que a Equação 13.49 permaneça válida. Neste caso, 
a” 
dé” 


e” =afe?, (13.49) 


Page, n=0,1,2,.. (13.50) 


No ponto é = 0, tanto a função 24) quanto e'* valem 1. Portanto, pelas Equações 13.46, 
13.48 e 13.50, as funções Z(9) e e'?, e todas as suas respectivas derivadas, são iguais no 
ponto é = 0. Como conseqiiência de um famoso teorema do cálculo (teorema de Taylor), 
pode-se concluir neste caso que as duas funções são iguais para qualquer valor de $, ou seja, 


et=cosp + i send. (13.51) 


A Equação 13.51 foi primeiro obtida pelo matemático suíço Leonard Euler, e por isso 
denominada fórmula de Euler. Em particular, a fórmula estabelece que 


e"=-], (13.52) 


que Euler considerava a mais notável equação da matemática. Ela mostra que os números e e 
7, definidos matematicamente de modos totalmente independentes, na verdade não são inde- 
pendentes. Considerando a Equação 13.44 e a fórmula de Euler, pode-se escrever 


z=|de*. (13.53) 


A expressão do número complexo z contida na Equação 13.53 é denominada sua repre- 
sentação de Euler. Com uma mudança do expoente na fórmula de Euler, pode-se também 
escrever 


et = cos(aġ) + isen(aç), (13.54) 
e portanto, 
LD aiat - fia)" [postag) + isen(ag)]= ia)" eis? (13.55) 


do" 


eg 


Os números z e z* têm sempre 
o mesmo módulo. 
paes 
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> Exemplo 13.2 Colocar o número z =1+1)3 na representação de Euler. 


Solução Pelas Equações 13.43 e 13.45, respectivamente, pode-se 
escrever 


lj=1+3=2 


n 


eia? na representação de Euler. 


> Exemplo 13.3 Exprimir z 
f 


n 


Solução Note-se inicialmente que 


| 
| 
Z 
e? =cosE risenZ =i. 
2 2 

A Equação 13.55 pode ser então escrita na forma 
| a" 
| do” 


at i(aganEy 
et =a"i"e™? =a"e 2e% =a"e zs 


(13.56) 


Dado um número complexo z = x + iy, define-se outro número z* = x — iy , denominado 
seu complexo conjugado. Verifica-se diretamente que, sendo z, e z, dois números comple- 
xos, então 


Gz) = 2,*0*, (13.57) 


ou seja, o complexo conjugado de um produto de fatores é igual ao produto dos complexos 

conjugados desses fatores. Isso é suficiente para se demonstrar que o complexo conjugado 

de qualquer função complexa de números complexos que possa ser posta na forma de 

produtos e potências desses números (na linguagem matemática, qualquer função analítica) 

é obtido simplesmente trocando-se o unitário i por —i em todos os locais em que ele aparecer. 
Verifica-se também que 


2 


z*=xĽ +y = (13.58) 


Seção 13.6 Oscilador harmônico amortecido 


Até aqui ignoramos o atrito na análise do oscilador harmônico. Entretanto, o atrito é um 
agente importante em quase todos os osciladores reais, e tem que ser levado em conta. 
Muitas vezes isso resulta em grandes dificuldades de cálculo. Considere, por exemplo, um 
pêndulo composto por uma esfera de diâmetro D = 3,0 cm suspensa por um fio de compri- 
mento | = 1,0 m. Suponha que a amplitude de oscilação do pêndulo seja 0, = 0,10 rad. 
Calcula-se (faça isto!) que a velocidade máxima da esfera será 


vm =0n 8I =0,31 m/s. 
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Conforme visto no Capítulo 12 (Atrito), o coeficiente de arraste que definirá a força de 
atrito dependerá do número de Reynolds, dado por 


Rest 


onde p = 1,3 kg/m? é a densidade do ar e 1) = 1,8x10% Ns/m? é a sua viscosidade. Calcula-se 
então que o número de Reynolds irá variar do valor mínimo zero ao valor máximo 6,7x10?. 
Portanto, tendo em vista a discussão apresentada no Capítulo 12, durante a oscilação a força 
de atrito irá variar de forma complicada com a velocidade. Para pequenas velocidades será 
proporcional a v e para as velocidades maiores será proporcional a v?. A dependência em v? 
gera problemas de difícil solução. Situação análoga ocorre com a maioria dos oscila. 

macroscópicos. Porém, felizmente os osciladores de maior interesse são microscópicos, 
fregiientemente de escala molecular ou menor. Em muitos desses casos, o atrito não pode 
ser tratado da forma macroscópica apresentada no Capítulo 12 e utilizada na análise do 
pêndulo. Entretanto, a conclusão obtida de que para corpos muito pequenos a força de atrito 
é linear com a velocidade é correta. Os osciladores microscópicos são submetidos a forças 
de atrito proporcionais à sua velocidade. Portanto, o sistema massa-mola em que a força tem 


a forma | 
F = Feu +F, =-kx -bi (13.59) 
| 


é modelo para muitos sistemas de interesse. Na Equação 13.59, b é uma constante que 
depende do oscilador. A equação de movimento será neste caso 


mk=-kx—bx. (13.60) 
Com as abreviações 2 = k/m e y = b/m , a equação de movimento será escrita 
i+yi+to,x=0. (13.61) 
Para resolver a Equação 13.61, tentaremos soluções da forma 
x=Ae it, 
Considerando a Equação 13.55, pode-se escrever 
i=-0x ï=-Q?x. 
Com estes resultados a Equação 13.61 sc tornará 
(MP +iyQ-0,2)x=0. (13.62) 


A solução trivial x = O da Equação 13.62 não nos interessa, pois não contém nenhuma 
oscilação do sistema. Portanto, as soluções oscilatórias são deduzidas da equação 


Q +iyQ-0, =0, 


cujas raízes são 


2 2 
Q =-i}+ op = RR a es (13.63) 
2 4 2 + 


Criando o símbolo simplificado Q' para a raiz quadrada que aparece acima, escreve-se 
Vo iX 
Q =--> +A, Q, =-1>-0". 13.64 
1 2 pede À 2 ( ) 


Uma vez que foram obtidas duas soluções independentes para o problema, sua solução geral 
será 
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x= Ate 4 peih, (13.65) 


onde A'e B' são constantes a serem determinadas. Colocando em evidência o fator comum, 
esta equação será reescrita na forma 


Bi 
rze? (Ae y Beit), (13.66) 
Neste ponto, é importante distinguir os três tipos de sistemas mostrados nas subseções 
13.6.1, 13.6.2 e 13.6.3. 
13.6.1 Oscilador subamortecido: y < 20, 


Neste caso, a fregiiência Q' tem um valor real. Decompondo as funções exponenciais 
com expoentes imaginários na Equação 13.66 segundo a Equação 13.51, obtém-se 


ae 
x=e? (KA+B') cos O't + i(B-A") sen Qt], (13.674) 


Lj Eh, 
x=Ce ? cost + De ? senO'r, (13.67B) 


onde C=A'+B' e D = i(B'- A). A Equação 13.67B é a solução geral do oscilador. As 
constantes C e D serão determinadas a partir das condições iniciais do seu movimento. A 
solução dada acima é muito semelhante à expressa pela Equação 13.27 para o oscilador não- 
amortecido. Com alguma manipulação ela pode ser também colocada na forma análoga à 
Equação 13.13: 

r, 


E? 
x= Ae? co(Mt+p,). (13.68) 
Sde Tt 
g 
ê = 
g 
E t Figura 13.0 
Variação no tempo da 
coordenada de posição e da 
amplitude de um oscilador 
amortecido. 


A Figura 13.11 mostra a evolução temporal da posição x do oscilador em função do 
tempo para o caso em que q = 0. A amplitude da oscilação decai exponencialmente na forma 


1 
Xm(t)=Ae 2. (13.69) 


A energia mecânica do oscilador depende de sua amplitude e também decai 
exponencialmente. Seu decaimento é expresso por 


E()= Ji = jae” = E0)” (13.70) 


13.6.2 Oscilador superamortecido: y > 20, 


Neste caso, Q, e Q, na Equação 13.63 são imaginários. Definindo a constante 


T=y47 -40 , 
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pode-se escrever 
Q,=-Si(y-D, Q,=-4i(y+T). (13.71) 


A solução geral para o oscilador será agora 


1 1 
sakea pra N (13:72) 
Observa-se que o sistema não apresenta oscilações. Uma vez colocado fora do equilíbrio, ele 
decai para este em um processo descrito por duas exponenciais. A primeira delas acarreta 


um decaimento lento e a outra um decaimento mais rápido. 


13.6.3 Oscilador critico: y = 20, 


Neste caso, as duas fregiiências próprias do sistema são iguais e portanto o esquema até 
aqui utilizado só fornece uma solução para a equação de movimento, a qual tem a forma 


EA 
m(n=Ae?. 


Entretanto, verifica-se que neste caso a função 
+, 
x(t)= Bte ? 


também é solução. Portanto, a solução geral é agora dada por 


Ee 
x=e ? (A+Bt). (13.73) 


Seção 13.7 Oscilador forçado 


Consideremos um oscilador amortecido tipo massa-mola submetido à ação de uma força 
externa que oscila no tempo na forma F, cosax. A equação de movimento do sistema será 


i+yi+o,x=f,coswr, (13.74) 


onde F, =mf, . A Equação 13.74 difere da Equação 13.61 que descreve as oscilações livres 
do sistema somente pelo termo criado pela força externa, como não poderia deixar de ser. 
Note-se que a equação do sistema livre contém somente termos lineares em x ou suas deri- 
vadas. É por isso denominada equação linear homogênea. Já a Equação 13.74, que descreve 
o movimento do sistema forçado, tem o termo do lado direito que não contém nenhuma 
variável do oscilador em si, e é então denominada equação não-homogênea. Uma equação 
linear não-homogênea como a Equação 13.74 tem uma importante propriedade, fácil de se 
verificar, que é a seguinte: 

Dado que 


äi+tyito =f) e ï +yi+o, x= ft), (13.75) 
então x = ax, + bx, satisfará a equação 

E+yi+o,x=af (1) +bf, (t). (13.76) 

A propriedade expressa pela Equação 13.76 é denominada princípio da superposição das 
oscilações lineares. Ela nos permite substituir o problema expresso pela Equação 13.74 por 


outro mais fácil de se resolver, conforme veremos. Suponhamos que x(t) e y(t) obedeçam às 
equações 
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ï+yi+0, x= f, coswt, (1377) 
j+yj+o,?y=fsenwr. 

Neste caso, a função z(1) = x(t) —iy(t) satisfará a equação 
i+yito/z= fe”, (13.78) 


Consegiientemente, para se resolver a Equação 13.74, basta resolver a Equação 13.78 (de 
solução mais fácil) e tomar a parte real da solução encontrada. Portanto, mãos à obra em 
busca da solução da Equação 13.78. Tentaremos soluções do tipo 


ZE e. (13.79) 


Pela substituição desta equação na Equação 13.78, obtém-se 


CO? cipo+m, yet = fye 


-iot 
TA ade E (13.80) 
0, -0° -iyo 
O próximo passo agora é decompor a função z em suas partes real e imaginária. Multipli- 
cando o numerador e o denominador da fração acima pelo complexo conjugado do denomi- 
nador, obtém-se 
2 2 pa 
o -0 +iy@ E 
z=— —s r fo(coswt — isenwt). (13.81) 
(0,2 032 +70? "º r 
Da Equação 13.81, obtém-se a parte real de z: 
2 2 
w, -w w 
me e coswt +7 f, seno » (13.82) 


onde D é o denominador da fração na Equação 13.81. Para colocar a solução acima em 
forma mais fácil de interpretar, é conveniente definir o ângulo ¢ġ na forma 


w, -w?=/Dcosy, yo=vDseng, s (13.83) 
E e o E (13.84) 


Toso o, -0° 
A Equação 13.82 pode ser agora ser reescrita na forma 
A 


x= (cosġ coswt + seng senwt)- (13.85) 
yp t $ 
Considerando que cos(a — b) = cosa cosb + sena senb, obtém-se finalmente 
x= fo cos(ax — 6), (13.86) 


ko? “o; +rof 


que é a solução procurada para a Equação 13.74. 


Seção 13.8 Ressonância 


Como mostra a Equação 13.85, o oscilador forçado move-se não com sua fregiência 
natural q), mas sim com a fregiiência da força externa que atua sobre ele. Dois fatos se 
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exibem claramente naquela equação. Percebe-se por um lado que, para força de uma dada 
amplitude F,, a amplitude da oscilação é controlada pelo fator (mvD)*. Além disso, a osci- 
lação é defasada em relação à força. Sua fase está sempre atrasada de um ângulo 4 em 
relação à fase da força, ângulo este que está sempre entre O e 7. Para @ < @, tem-se 
cosġ > 0, e portanto À < 7/2. Por outro lado, se w > 0», cosg < O e portanto ġ > 1/2. Quando 
O = q), a oscilação tem uma fase atrasada de a/2 em relação à força. Para este valor da 
fregiiência externa, a amplitude da oscilação atinge um valor máximo e a oscilação é expressa 
por 
É 


F, 
x= apo e t-5)= =— seno,t. (13.87) 
bo 


Ren portanto, nesta fregiiência o sistema oscila como se a força de restauração de 
sua mola estivesse ausente e seu movimento fosse influenciado somente pela força de atrito. 
Outro aspecto do movimento se revela quando se investiga a potência exercida pela força 
externa sobre o oscilador. Tal potência é dada por 
Spa) sd 
P(t) = F (0C) o 
A potência varia durante o ciclo. Entretanto, o interesse maior está no valor médio temporal 
da potência e não em sua variação durante o ciclo. Tal valor médio é dado por 


coswt -sen(wt —ġ) - (13.88) 


2 
P= (P0) =E (cost -sen -0t))- (13.89) 


mJD 
CRS a relação sen(ġ — wt) = seng - coswt — cosg - senwt na Equação 13.89, obtém-se 
2o 


= sen (cosa - coswt) -— F, 


O segundo termo da Equação 13.90 é nulo, e o primeiro pode ser calculado a partir da 
Equação 13.38. Portanto, 


P= 2 cosó(cosar -sen ot) - (13.90) 


senġ - (13.91) 


Como se vê desta equação, na ressonância a potência transferida é máxima por duas 
razões que se reforçam: o valor de sen passa pelo seu máximo e o valor de D no denomi- 
nador passa pelo seu mínimo. Substituindo os valores de D e senġ na Equação 13.91, obtém- 
se finalmente o importante resultado 


o 2 
Ps a (13.92) 
2m (w, -0°)}? +(yo)? 


ou 
2 2 
P= FG N (13.93) 
2b (w, -0° + (y0) 
Na condição de ressonância tem-se 
2 
P= Fo > (13.94) 
2b 


o que novamente ressalta o fato já observado de que na ressonância a força de restauração da 
mola do oscilador não influi no movimento. 


fase com a força que excita o sistema. Você não acha paradoxal que nessas cir- 


b Na ressonância, a coordenada de deslocamento x do oscilador fica 90° fora de 
cunstâncias a potência efetiva transferida ao oscilador seja máxima? Explique. 
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Para y<< q), a variação da potência transferida pela força em função da frequência tem um 
comportamento fácil de se visualizar. A função P(G) mostra um pico simétrico pronunciado 
em q»,. Nas fregiiências o =w, -4y e @, =@, +1y , a função cai para a metade do valor 
de pico (ver Problema 13.23). Portanto, a largura Aw a meia altura do pico é igual a y. 

A Figura 13.12 mostra um gráfico da função P(q) para um valor pequeno de y. O 
parâmetro mais importante na definição da intensidade e na largura relativa da ressonância 
em um oscilador é a razão 


Fator de qualidade q=Lo Do. (13.95) 


Ao y 


Tal razão é denominada fator de mérito, ou fator de qualidade do oscilador. Quanto maior o 
fator de qualidade, mais intensa e mais fina é a ressonância. A Figura 13.13 mostra a variação 
da potência transferida pela força externa com a sua freqüência, para três valores do fator de 


qualidade. 
10 
y=0,10, 
8 Figura 13.12 
“so Curva de ressonância. Variação da 
E ig potência efetiva (potência média no ciclo) 
3 coma fregiência angular da força, para um 
E 4 oscilador com fator de qualidade Q = 10. 
a A curva apresenta um pico de potência 
quando a força está em ressonância com o 
2 oscilador, ou seja, quando sua frequência 
angular œ é igual à fregiiência natural q), 
do oscilador. 
º 0,5 1,0 15 20 
8 
E Figura 13.13 
A 


Curvas de ressonância para osciladores 
com fatores de qualidade Q = 2, Q = 5 e 
Q = 10. Nota-se que o pico de 
ressonância é mais estreito e intenso 

o 05 LO 15 20 para maiores fatores de qualidade. 


vlw, 


O fenômeno da ressonância tem uma importância enorme na Natureza e na vida diária. A 
ressonância pode ser facilmente observada em experiências com diapasões. Tomando-se 
dois diapasões afinados na mesma frequência, próximos um do outro, ao excitarmos um 
deles o outro também começará a vibrar. O primeiro estará atuando sobre o segundo por 
intermédio do som emitido e a ressonância irá maximizar a resposta deste. Ao sintonizar um 
aparelho receptor de rádio ou TV, estamos variando a fregiiência natural do aparelho recep- 
tor até que esta fique em ressonância com a frequência portadora do sinal emitido pela 
emissora. No processo de sintonia, estamos variando um parâmetro do circuito elétrico do 
receptor que desempenha um papel similar à constante k de mola do oscilador aqui investiga- 
do. As emissoras utilizam osciladores com fator de qualidade muito alto, da ordem de 105. A 
sensibilidade do receptor é proporcional ao fator de qualidade do seu oscilador, já que esta 
determina a intensidade da ressonância. 

O que determina várias propriedades dos corpos, incluindo com destaque suas proprie- 
dades ópticas, como a cor, transparência ou opacidade, são fenômenos de ressonância. A 
importante técnica de diagnóstico médico denominada tomografia por ressonância magnéti- 
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ca, é baseada em uma ressonância envolvendo uma onda eletromagnética em fregiiência de 
rádio e os prótons contidos no corpo humano, os quais oscilam na forma de oscilador 
harmônico quando submetidos a um campo magnético. O campo magnético desempenha 
neste caso o papel similar ao da constante de mola. Os pontos de maior absorção ressonante 
das ondas são mais ricos em água, e portanto são pontos onde há edema. A técnica de 
tomografia por ressonância magnética foi desenvolvida nos fins da década de 1970 pelo 
físico inglês E. R. Andrew. O fenômeno da ressonância magnética será discutido no Capítulo 
44 (Elétrons no átomo). 


Em edificações como pontes e edifícios, e também em muitos sistemas mecânicos, é 
necessário maximizar determinadas forças de atrito para minimizar a intensidade das resso- 
nâncias. Caso contrário, as forças externas que atuam no sistema podem causar oscilaç:. 
inconvenientes ou até mesmo ruinosas para o sistema. Sem estes cuidados, edificações po- 
dem ser destruídas facilmente pela ação do vento ou de pequenos abalos sísmicos. Um 
exemplo de utilização do atrito em sistemas mecânicos se vê no amortecedor de um carro. 
Para minimizar os efeitos das irregularidades na pista de rolamento, a suspensão do automó- 
vel tem um sistema elástico com ação semelhante à de uma mola. Porém, o sistema carro- 
mola é um oscilador cujo fator de qualidade precisa ser baixo para que o sistema seja pouco 
sensível a ressonâncias. Por isso, o sistema elástico tem um atrito capaz de tornar o oscilador 


superamortecido, o que significa um fator de qualidade inferior a Y. 


Exercicios e problemas 


13.1E Uma partícula anda com velocidade de módulo 5,0 m/s 
em um círculo situado no plano xy, cujo raio vale 1,0 m. Conside- 
re o sistema de coordenadas xy com origem no centro do círculo. 
No instante + = O as coordenadas da partícula são 
x=0,50m, y =m . A) Escreva as funções x(t) e y(t). B) Es- 
creva as funções v.(t) e vim. 

13.2E O movimento de um oscilador harmônico é descrito 
por x = 0,75cm - cos(5,0 t/s) — 0,40cm - sen (5,0t/s) . Escreva este 
movimento na forma x =x, cos(Wt + q). 

13.3E Um oscilador harmônico apresenta no instante 4 = 0 os 
seguintes valores para suas variáveis de movimento: x = —2,50 cm, 
v=—43,3 cm/s, a = 250 cm/s?. Calcule a amplitude, a fregiiência 
angular e a fase inicial do oscilador. 

13.4P 4) O período de um pêndulo situado no equador é 
definido pela aceleração real da gravidade g = GM / R?, onde M 
e R são o raio da Terra, ou pela aceleração aparente g' = g -w,2 R, 
onde q), é a velocidade angular da Terra? B) Calcule a correção 
AT no período de um pêndulo simples de um metro, situado no 
equador, devida à rotação da Terra. C) Calcule a correção no 
período para um pêndulo situado na latitude de 45º. 

13.5P Considere o pêndulo simples mostrado na Figura 13.4 
do texto. Suponha que o pêndulo seja abandonado, do repouso, 
no instante t = 0, a um ângulo 6,. Obtenha a função T(r) que 
descreve a evolução da tensão no fio com o do tempo. 

13.6E Considere o pêndulo de torção mostrado na Figura 
13.5 do texto. O disco tem massa de 200 g e raio de 10,0 cm. A 
constante de torção da barra vale 3,00x102 Nm. Qual é o período 
de oscilação do pêndulo? B) Qual seria o período de oscilação 
do pêndulo se o comprimento da barra fosse dividido pela meta- 
de? 


13.7E Reconsiderando o pêndulo do Exercício 13.6, A) qual é 
sua energia mecânica se no instante em que o ângulo de torção é 
8= 5,00º sua velocidade angular é 0,600 rad/s? 

13.8P Calcule a fregiiência de oscilação do sistema apresen- 
tado na Figura 13.14. 


prod rotina 
(Problema 13.8). 


13.9P Mostre que o único efeito da gravidade no oscilador 
visto na Figura 13.15 é deslocar o seu ponto de equilíbrio. 


Figura 13.15 
(Problema 13.9). 


13.10P Quando forçado pela mola, a roda vista na Figura 
13.16 rola sobre o piso, girando em torno de seu eixo. Calcule a 
fregiiência de oscilação do sistema. 
t, M, I 
R, M, k 
Figura 13.16 
(Problema 13.10). 


13.11E Calcule o módulo dos números: z, = 4,0 + 3,0i, z= 
15e'*, z, = 20[icos30º + sen60º]. 

13.12E Coloque os números z, = 10 + 8,67i, z, = 20[sen240º 
+ icos210º] na representação de Euler. 

13.13E Considere as n raízes enésimas da unidade, ou seja, 
as n soluções de z = 4/1, para A) n =2, B) n =3 e C) n =4. Para 
cada valor de n, represente as soluções encontradas em um 
gráfico no plano complexo (x, iy). 

13.14P* A) Mostre que as raízes enésimas da unidade são 
Zm=e ", m=1,2---n. B) Mostre que em um gráfico no pla- 
no complexo (x, iy), os pontos z, formam os vértices de um 
polígono de n lados inscrito no círculo de raio 1. C) Utilizando 

n 
argumentos de simetria, demonstre que J, z„ =0. 
mal 

13.15E Um oscilador amortecido definido pelos parâmetros 
O,= 1,00x10ºs-!, y= 5,00 s” oscila livremente. A) Que fração de 
sua energia o oscilador perde em cada ciclo? B) Em quantos 
ciclos o oscilador perde a metade de sua energia inicial? C) Qual 
é o fator de qualidade do oscilador? 

13.16P Um oscilador massa-mola forçado tem seu movimen- 
to regido pela equação 
50,00 g-%+5,000x10? Ns”! - i+5,000 Nem! .x=0. Sendo x, = 
10 cm, v, = 0 , calcule a expressão para x(t). 

13.17P Suponha que o oscilador descrito em Problema 13.16 
seja submetido a uma força oscilatória descrita por F = 0,020N - 
cos(100,10s-'.t). A) Calcule a amplitude x, das oscilações, em 


regime permanente. B) Calcule o ângulo de defasagem $ entre a 
força e o oscilador. C) Escreva a expressão para x(t). 

13.18P Deduza a Equação 13.68. 

13.19E Mostre, por substituição direta, que a função x(t) 
dada pela Equação 13.73 é solução da Equação 13.61 quando 
Y =20,. 

13.20E Mostre, por substituição direta, que se as Equações 
13.75 forem satisfeitas, x = ax, + bx, satisfará a Equação 13.76. 

13.21P Um carro sem carga tem massa de 1 200 kg. Quando 
dois passageiros, com massa-conjunta de 150 kg, entram no 
carro, sua plataforma sofre um deslocamento de 3,0 cm : 
baixo. O carro, com seus passageiros, transita em uma pista 
que apresenta uma modulação aproximadamente periódica, com 
período de 15 m. A que velocidade o carro sofrerá trepidação 
máxima? 

13.22P O conjunto de amortecedores do carro descrito no 
Problema 13.21 tem uma constante de amortecimento b = 2,0x10º 
Ns/m, conforme definição expressa pela Equação 13.59. Supo- 
nha que a força vertical sobre o carro provocada pela modula- 
ção na estrada tenha o comportamento 

F = 2,0x10 N - cos(0,42m"! . vt), onde v é a velocidade de 
trânsito do carro. Faça um gráfico da amplitude da oscilação 
vertical do carro em função da sua velocidade. 

13.23P Mostre que para œ = q, + y/2, dado que y<< q), 
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2 
p= Fe. Sugestão: faça as aproximações q? - q? = 
4b 


(w, + œ) (@,- 0) = -20,y/2 = -0ye yo= yo. 


I4 
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Seção 14.1 Um povco da história 


No período decorrido entre os anos de 1687, data de publicação dos Principia de Newton, 
e 1905, quando Einstein formulou a sua teoria da relatividade especial, a mecânica manteve 
intocados os seus fundamentos. Na visão dos cientistas que atuaram nesse período de mais 
de dois séculos, Newton havia descoberto a chave do enigma sobre os movimentos na 
Natureza e as suas causas. O pensamento da época pode ser resumido na famosa frase do 
físico e matemático ítalo-francês Joseph-Louis Lagrange (1736-1813): “Feliz de Newton 
que teve um universo para decifrar”. Aquele não foi, todavia, um período estéril. A física 
avançava em outras frentes fora do escopo da mecânica, como a termodinâmica, o eletro- 
magnetismo e a óptica. Na mecânica, houve intenso trabalho de exploração das implicas: 
diversas das leis formuladas por Newton. Em particular, a mecânica celeste, ciência dedicada 
a estudar o movimento dos planetas e seus satélites, obteve imenso sucesso devido à sua 
capacidade de previsão precisa do movimento desses corpos celestes. 

A evolução da mecânica naquele período da história esteve ligada ao desenvolvimento de 
métodos matemáticos capazes de ampliar a capacidade de cálculo das conseguências da 
mecânica newtoniana. Alguns dos avanços mais significativos nesta metodologia ocorreram 
exatamente no primeiro século decorrido após a publicação do livro seminal de Newton. Três 
cientistas tiveram um papel central naquele período: os suíços Daniel Bernoulli (1700-1 782) 
e Leonard Euler (1707-1783), e o já citado Lagrange. Bernoulli foi o pioneiro na análise do 
movimento como um problema matemático de equações diferenciais com dadas condições 
iniciais. Quando toda a ênfase era dedicada ao estudo da mecânica celeste, Bernoulli também 
estendeu os princípios da mecânica newtoniana ao estudo dos fluidos. Seu livro Hydrodynamica 
(1738) estabeleceu os princípios do que hoje se denomina Aidrodinâmica clássica. O trabalho 
de Bernoulli na mecânica foi estendido e aprofundado por Euler e Lagrange, considerados os 
maiores matemáticos do século XVIII. O denominado cálculo variacional, criado por Euler 
e aprimorado por Lagrange, tem importância especial para o assunto deste capítulo. Em 
1788, justo um século após os Principia, Lagrange publicou o clássico Mécanique analytique, 
que sintetiza todo o desenvolvimento da mecânica naquele século. Este livro faz uma ampla 
exploração de um item que certamente foi o maior avanço teórico do período, as presente- 
mente denominadas equações de Lagrange, algumas vezes também referidas por equações 
de Euler-Lagrange. Tais equações tinham sido escritas e utilizadas pela primeira vez pelo 
próprio Lagrange em 1764, em um artigo sobre pequenas variações que a Lua apresenta na 
face mostrada para a Terra. 

As equações de Lagrange, juntamente com os conceitos sobre os quais se assentam, são 
o avanço mais importante da mecânica desde Newton até Einstein. O progresso posterior 
acabou demonstrando que a abordagem dc Lagrange para a mecânica, por um lado, se aplica 
com sucesso a outras áreas da física, como o eletromagnetismo. Por outro, pôde ser utiliza- 
da com total êxito em teorias modernas, como a relatividade e a mecânica quântica, cujos 
fundamentos são bem distintos dos da mecânica newtoniana. 


= pede NE = ge 
Seção 14.2 Princípio da ação minima 

Conforme se viu anteriormente, para um sistema conservativo (onde somente atuam for- 
ças conservativas) é possível escrever uma função das posições e velocidades das partículas, 
denominada energia mecânica, que se conserva durante todo o movimento. Este assunto será 
revisto agora, sucintamente, com outro enfoque. Sejam 


K=1S mv, (14.1) 
; 


V=V(). (142) 


respectivamente, a energia cinética e a energia potencial do sistema, e 


Dado que uma pedra gastará um 
tempo E para cair, então 
8 
cla otimizará a variação 
da sua velocidade durante a 
queda de tal modo que a integral 
5= [tar tenha o menor valor 


E 


possível. 
Emo 
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E=K+V (14.3) 


a sua energia mecânica. Se o movimento das partículas não fosse sujeito a regras, a função 
energia mecânica iria obviamente variar no tempo. Porém, as leis da mecânica são tais que as 
posições e velocidades das partículas combinam suas variações de modo que E na realidade 
nunca muda. Isto é, sem dúvida, um fato notável. Os movimentos imagináveis para o siste- 
ma, em sua imensa maioria, acarretam alterações da função E. Entretanto, os movimentos 
Teais pertencem àquela ínfima minoria dos movimentos para os quais aquela função é cons- 
tante. Além da energia mecânica, o movimento também conserva o momento linear e o 
momento angular do sistema. É tentador encarar a mecânica de um ponto de vista distinto do 
adotado até aqui. Poderíamos dizer: certas grandezas se conservam durante o movimento 
as regras fundamentais de fato são exatamente estas leis de conservação. As denominadas 
equações de movimento nada mais são do que decorrências da necessidade de conservação 
destas grandezas. Este é de fato um modo muito interessante de ver o problema, e na verdade 
muito se pode progredir com tal método de análise. Nosso objetivo aqui, porém, é discutir de 
forma introdutória uma outra abordagem ainda mais poderosa e profunda, apresentada por 
Lagrange. 

Consideremos uma outra função das variáveis de movimento de um sistema conversativo, 
a lagrangeana L, definida por 


L=K-V. (14.4) 


A lagrangeana tem as mesmas dimensões da energia, ou seja, no Sistema Internacional sua 
unidade de medida é o joule. É claro que a lagrangeana não se conserva durante um movi- 
mento. De fato, combinando as Equações 14.3 e 14.4 obtém-se 


L=E-2V. (14.5) 


Portanto, como E é constante e, exceto no caso particular em que não há forças atuando no 
sistema, V varia no tempo, o mesmo irá ocorrer com L. Considere por exemplo uma pedra 
de massa m caindo a partir do repouso de uma altura h. Tomando-se h = O como referência 
para a energia potencial, a lagrangeana terá inicialmente um valor -mgh e antes de a pedra 
atingir o solo o valor daquela função será mgh. O interesse da função lagrangeana reside no 
notabilíssimo fato apontado por Lagrange: 


Dado que a pedra gastará um tempo t = 2i para cair, então ela otimizará a variação 
8 E 
da sua velocidade durante a queda de tal modo que a integral s = f Ldt tenha o menor 
valor possível. o 
Antes de continuar na discussão, é interessante calcular o valor dessa integral, usando o 
tipo de variação da velocidade que já aprendemos a calcular a partir da segunda lei de Newton. 
Conforme sabemos, a altura x da pedra varia no tempo com a forma parabólica x(t) =h =$ gt? 
mostrada na Figura 14.1. 


Figura 14.1 
Variação temporal da 
altura x de uma partícula 
caindo da altura inicial ha 
partir do repouso. 


tt 


O valor de S será dado por 


k 
S= | [mgh-2mgx(t)]at . (14.6) 
o 
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E 


A integral no tempo da 
Iagrangeana do sistema entre 
dois instantes £, e t, é 
denominada ação S do sistema 
neste intervalo de tempo. 
dE 
Es 
Princípio da ação mínima: 
dado que o sistema esteja no 
instante 1, na configuração em 
que suas partículas i estejam 
nas posições r, e no instante £, 
na configuração em que as 
posições das partículas sejam 
T O seu movimento será tal 
que a ação no intervalo de 
tempo (t,, t) seja mínima. 
a 


Substituindo a função x(t) na integral, seu valor pode ser calculado para se obter 


2h (147) 


Este é o valor mínimo que a função S pode atingir. Qualquer outra função que se utilizar para 
x(t) na Equação 14.6, dado obviamente que a pedra esteja em x = h no instante inicial e em 
x = 0 no instante t, resultará em um valor maior para S. A parábola ilustrada na Figura 14 * 
é, portanto, o ajuste ótimo. No início a pedra cai lentamente, permanecendo um longo tempo 
no estado em que a lagrangeana tem um valor menor. Depois ela passa rapidamente pelos 
estados em que x é pequeno e portanto a lagrangeana está atingindo o seu valor máximo. 

Antes de prosseguir, é oportuno adotar a linguagem geral para a formulação do problema 
de Lagrange. A integral no tempo da lagrangeana do sistema entre dois instantes 1, e 1, é 
denominada ação S do sistema neste intervalo de tempo. Ou seja, 

à h 
S= ÍLdt= |(K-V)dt. (14.8) 
h i 

O princípio da ação mínima estabelece a seguinte condição de otimização: 

Dado que o sistema esteja no instante f, na configuração em que suas partículas i estejam 
nas posições r, e no instante t, na configuração em que as posições das partículas sejam T, 
o seu movimento será tal que a ação no intervalo de tempo (t,, t,) seja mínima. 

A discussão do princípio e suas consegiiências fica mais simples se o sistema for uma 
partícula movendo-se em uma direção x. A notação fica mais simples e é possível fazer 
gráficos da função x(t). Entretanto, toda a argumentação que se segue pode ser estendida 
sem problemas para sistemas com qualquer número de graus de liberdade. A ação que se 
pretende minimizar tem a forma 


s= Í [Emo -Víx(0))] de. (14.9) 


O problema de minimização a ser explorado é muito distinto do problema usual de achar 
o ponto em que uma dada função fix) passa por um mínimo. Para entender a diferença, é 
importante distinguir dois conceitos, ambos introduzidos por Euler. O primeiro é o conceito 
de função fix). Para cada valor x, da variável x corresponde um dado valor f,= fx) para a 
função. Portanto, a função estabelece uma correspondência entre dois números. O segundo 
conceito introduzido por Euler é o de funcional. Considere a grandeza S, definida pela Equa- 
ção 14.9. Para cada função x(t) corresponde um valor (um número) para S. Ou seja, o 
argumento da grandeza S consiste em funções e não em números, como ocorre com fo. 
Uma grandeza cujo argumento é composto de funções é denominada funcional. Portanto, a 
ação S é um funcional e seu argumento é a função x(t) que descreve o movimento da partí- 
cula. 

Para se obter a minimizacão do funcional S, utiliza-se um fato conhecido ligado ao cálculo 
de máximos ou mínimos de uma função. Para sua discussão, tomemos o teorema de Taylor: 
uma função analítica f(x) pode ser expandida em série em torno do ponto x,, na forma 


SO, +A) = SC) + f'E) At (a,) (ao? ESTE) (A t (10) 


No ponto x, em que a função f(x) é um extremo, ou seja, máximo, mínimo ou valor estacio- 
nário, a derivada primeira f' (x) da função é nula. Portanto, o valor de f(x + Ax) na 
vizinhança do ponto x, é dado por 


Fx + AM) = 1) + S E) (A? des SEW 
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A Equação 14.11 mostra que, quando o argumento se desloca de um valor Ax em relação a 
um ponto de extremo, a função não sofre nenhum acréscimo da ordem de Ax. Qualquer 
acréscimo em fé de segunda ordem ou de ordem superior em Ax. A questão agora é adaptar 
e aplicar este princípio ao cálculo de um extremo de S. Similarmente ao caso do extremo da 
função, suporemos que a função X(t) que otimiza o funcional dado pela Equação 14.9 seja 
conhecida. Neste caso, qualquer outra função 


xt) = X(0)+n(t) (14.12) 


que for testada no lugar de X(t) irá tirar o funcional S de sua situação ótima. Entretanto, o 
funcional não sofrerá nenhum acréscimo proporcional à função n (f). A Figura 14.2 : 

os possíveis movimentos da partícula. O movimento X(t) é o movimento “certo”, ou seja, 
aquele que otimiza a ação. Os outros movimentos não ocorrem na Natureza. O próximo 
passo será explorar formalmente o que acabou de se discutir. 


O argumento da ação será colocado na forma da Equação 14.12. Obtém-se assim 


Figura 14.2 

Uma partícula sujeita ao potencial V(x) 
E está na posição x, no instante £, e na 
posição x, no instante £, Seu movimento 
é determinado de modo unívoco e a 
função X(t) que o descreve é tal que a 
ação S da partícula no intervalo de tempo 
(£f, £) é mínima. Qualquer outra órbita 
imaginária descrita pela função x(t) = X(1) 
+ n (t), onde a função n (r) tenha valores 
infinitesimais, resultará em valores da 
ação cujo desvio daquele valor mínimo 
somente contém termos da ordem de n? 
ou de ordem superior. 


K=Imk =ImXº +mXij+Imj? 
V=VOO+Vim+dVtm? +. 


(14.13) 


Como se pretende examinar somente os incrementos proporcionais a 1], pode-se desprezar 
n? e 1 e escrever 
h i 
S=Sx +|mžħdt- |V'ndt, 


h 4 


t (14.14) 
Sy = Emi? -vonJar. 
h 
A primeira integral na Equação 14.14 pode ser efetuada por partes para se obter 
Jmnar=mxn- Jmnkar. (14.15) 


Lembre-se porém de que a posição da partícula nos instantes 1, e £, é fixa a priori, o que 
significa que 7 (t,) = 1) (t,) = 0. Portanto, quando se colocam os extremos na integral, o 
primeiro termo à direita na Equação 14.15 desaparece. Portanto, a ação assume finalmente a 
forma 


h 
S=Sx — J(mk+V'mar. (14.16) 
h 
O termo proporcional à função 1 (t) na Equação 14.16 deve ser nulo, qualquer que seja a 
forma desta função. Isto só é possível se o termo entre parênteses for nulo, ou seja, 


mk=-V(X), «mk=F. (14.17) 
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“A segunda lei de Newton 
parece natural. Em cada estágio 
de seu movimento, a partícula 
sente uma força que lhe dita a 
que taxa ela deve variar a sua 
velocidade. Como a partícula 
inicia o movimento em uma 
dada posição e com uma dada 
velocidade, todo o seu 
movimento fica definido por um 
mecanismo que atua a cada 
instante. Isto parece manifestar 
o determinismo numa forma que 
faz sentido, ou seja, as causas 
(forças) gerando um dado efeito 
(mudança de velocidade). Já o 
princípio da ação mínima, em 
vez de determinista, parece ser 
finalista. Ou seja, a partícula se 
movimenta de certa forma não 
porque algo age como causa 
anterior e sim para atingir um 
objetivo posterior que é no fim 
ter realizado a menor ação 
possível no trajeto. Claramente, 
é oportuna a pergunta de como 
a partícula toma conhecimento, 
já no início de seu trajeto, de 
que aquele resultará em uma 
ação mínima. Para isto é 
necessário que ela veja 
antecipadamente todas as 
possibilidades e as compare 
entre si”. 
tá 
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A Equação 14.17 mostra que o movimento X(f) que otimiza a ação é exatamente aquele em 
que a partícula segue a segunda lei de Newton. 


É realmente preciso ser um desalmado para não apreciar a beleza e o mistério de tudo 
isso. Você estará certamente tendo o mesmo sentimento e se fazendo as mesmas perguntas 
de todo estudante ao tomar o primeiro contato com o princípio da ação mínima. A pergunta 
infalível nesta circunstância é a seguinte: 


“A segunda lei de Newton parece natural. Em cada estágio de seu movimento, a partícu- 
la sente uma força que lhe dita a que taxa ela deve variar a sua velocidade. Como a 
partícula inicia o movimento em uma dada posição e com uma dada velocidade, todo o seu 
movimento fica definido por um mecanismo que atua a cada instante. Isto parece manifest, 
o determinismo numa forma que faz sentido, ou seja, as causas (forças) gerando um dado 
efeito (mudança de velocidade). Já o princípio da ação mínima, em vez de determinista, 
parece ser finalista. Ou seja, a partícula se movimenta de certa forma não porque algo age 
como causa anterior e sim para atingir um objetivo posterior que é no fim ter realizado a 
menor ação possível no trajeto. Claramente, é oportuna a pergunta de como a partícula 
toma conhecimento, já no início de seu trajeto, de que aquele resultará em uma ação míni- 
ma. Para isto é necessário que ela veja antecipadamente todas as possibilidades e as compa- 
re entre si”. 

A física clássica não é capaz de lançar nenhuma luz sobre as questões que você acabou de 
formular. Ela simplesmente diz que as coisas são assim e pronto. O sexto sentido da partícula 
lhe diz como escolher o trajeto correto, ou coisa parecida. A física quântica, por sua vez, 
elimina parte do mistério. Ela não é capaz de esclarecer por que razão a ação é a grandeza que 
determina o movimento dos corpos. Isso permanece como um grande e profundo mistério, 
talvez o maior e o mais profundo que se pode vislumbrar na atualidade sobre o comporta- 
mento da Natureza. Se o gênio da lâmpada concedesse a um físico o direito a três pedidos, o 
primeiro deles bem poderia ser a resposta à angustiante pergunta: por que ação? 

A mecânica quântica é uma teoria em que a ação assume um papel único e mais importan- 
te do que qualquer outra grandeza, sem contudo esclarecer o porquê. A constante de Planck, 
h, de origem puramente quântica e de importância fundamental para a natureza quântica dos 
fenômenos, tem dimensão [energia x tempo], que é a dimensão da ação. Dado isso porém, a 
mecânica quântica permite entender por que no limite macroscópico no qual vale a física 
clássica, em particular a segunda lei de Newton, a partícula consegue optar pelo movimento 
em que a ação, em qualquer intervalo de tempo no qual as posições inicial e final sejam dadas, 
seja um valor extremo. Não se diz mínimo, máximo ou valor estacionário, mas simplesmente 
um extremo. Na verdade, todo o procedimento que levou à Equação 14.17 somente depende 
do fato de que o valor da ação é um extremo. Na maioria dos casos tem-se realmente um 
mínimo para a ação, mas isto não ocorre sempre. Há casos em que o movimento correspon- 
de a um outro extremo da ação. Por esta razão, em vez de princípio da ação mínima o 
princípio de Lagrange é fregiientemente denominado princípio da ação. Esta denominação, 
ou então princípio da ação extrema, certamente é designação mais adequada. 


Seção 14.3 Equações de Lagrange 


O método de Lagrange é muito poderoso na solução de problemas de mecânica. A expe- 
riência mostra que muitas vezes o tratamento matemático dos problemas de mecânica fica 
mais fácil se forem adotadas outras coordenadas q = (q,, q»... q,,) no lugar das 3n coorde- 
nadas cartesianas correspondentes às n partículas do sistema. Algumas vezes o sistema tem 
vínculos, de modo que seu número de graus de liberdade é N, diferente de 3n. Um exemplo 
é um corpo rígido, o qual tem somente seis graus de liberdade independentemente do número 
de partículas que o compõem. É exatamente nestes casos que o método de Lagrange melhor 
demonstra a sua superioridade. As N coordenadas q, que descrevem o sistema são denomina- 
das coordenadas generalizadas. Para ilustrar o problema, consideremos um tipo de coorde- 
nadas muito comum para descrever o movimento de uma partícula em duas dimensões, as 
coordenadas polares. A Figura 14.3 mostra uma partícula em um plano. 
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Figura 14.3 


Representação de um ponto em 
coordenadas polares. Os 
deslocamentos do ponto são 
descritos em termos dos vetores 
unitários F e ĝ. 


Usando-se coordenadas cartesianas, sua posição é descrita pelos dois números (x. v). 
Alternativamente, pode-se descrever sua localização através de sua distância r até a origem c 
do ângulo q que seu vetor-posição r faz com um dado eixo, digamos o eixo dos x. Os vetores 
unitários neste sistema de coordenadas são f e q. O primeiro é um deslocamento radial e o 
segundo é um deslocamento angular. A velocidade da partícula é dada por 


v=Ff+rço. (14.18) 
Às energias cinética e potencial da partícula são, respectivamente, 


Gy OPTE VAR RR E, 1 
K=imv =qmr +imrq 


(14.19) 
V =V(r,ọ). 


Salienta-se o fato de que, apesar de na forma da energia potencial não aparecer nenhuma 
derivada temporal das coordenadas, na expressão da energia cinética aparece a coordenada 
r. Esta assimetria tem um caráter geral. A lagrangeana que descreve sistemas mecânicos, 
quando expressa em coordenadas generalizadas, tem a forma geral 


L=K(g,q)-V(g). (14.20) 


O princípio da ação, quando enunciado em termos de coordenadas generalizadas, diz que 
ao evoluir da configuração q = (q, Gp 4x) NO instante t, para a configuração gE (Mp 
aap- Jx) NO instante £, O sistema segue um movimento tal que a ação 


tr 
S=] La, åġ)dt (14.21) 
i 


é um extremo. As conseqüências matemáticas do princípio podem ser exploradas de forma 
inteiramente análoga à utilizada na obtenção da Equação 14.17. O resultado são as equações 
de Lagrange 


a[0L) àL 
LZE -2E j=1,2,N. 1422 
a2) ag Eid 


Seção 14.4 Aplicações das equações de Lagrange 


14.4.1 Pêndulo físico 


Figura 14.4 
Esquema de um 
pêndulo físico. 


Para exemplificar a utilização das equações de Lagrange, tomemos inicialmente um pro- 
blema simples, o denominado pêndulo físico. Tal pêndulo é constituído por um corpo rígido 
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de massa M que pode oscilar sob o efeito da gravidade em torno de um eixo fixo. O momento 
de inércia do corpo em relação ao eixo de rotação é I e seu centro de massa está à distância 
ldo eixo. 


O pêndulo é ilustrado na Figura 14.4. O sistema tem um único grau de liberdade, que é o seu 
ângulo 8 com a vertical. As energias cinética e potencial do sistema são, respectivamente, 


K=110?, V=Mel(-cos6)» oiii 
e portanto a lagrangeana tem a forma 
L=}16° -Mgl(-cos6)- pita 


Desta equação se obtém imediatamente 
BE ri a(z). 


20 gas (14.25) 
= =-Mglsenô 

Das Equações 14.25 pode-se escrever a equação de Lagrange 
18+Mglsen6=0- (14.26) 


Para pequenos ângulos de oscilação, pode-se fazer a aproximação senô = 6, e portanto 
ô+0,20=0, (14.27) 


1 
onde q), sa i - A solução da Equação 14.27 já foi estudada no Capítulo 13 (Oscilador har- 
mônico). 


14.4.2 Vibração de uma molécula diatômica 


k 
a Figura 14.5 
q Representação 
sf nais esquemática de uma 
| % molécula diatômica. 


Considere a molécula composta por dois átomos de massas m, e m,, ilustrada na Figura 
14.5. No caso geral, a molécula terá seis graus de liberdade, três para a descrição da posição 
de cada átomo. Imagine, porém, que os átomos possam se mover somente na direção x. 
Neste caso haverá dois graus de liberdade no sistema, descritos por exemplo pelas coordena- 
das cartesianas x, e x, dos dois átomos. A energia potencial da molécula obviamente só 
dependerá da distância x = x, — x, entre os dois átomos, ou seja, 


Vx) =V -x)=V (x). (14.28) 
Tal energia apresenta um mínimo na posição x = a que corresponde à separação de equilíbrio 


entre os dois átomos. Pelo teorema de Taylor, a energia potencial pode ser expandida em 
torno daquele ponto de equilíbrio, na forma 


V =V(a)+V'(a)\(x-a)+}V"(a\(x- a)? +. (14.29) 


Como x = a é um ponto de mínimo do potencial, então V' (a) = 0. Uma vez que um desloca- 
mento constante no valor do potencial não afeta as equações de movimento, pode-se ignorar 


Definição de massa 
reduzida u 
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o primeiro termo à direita na Equação 14.29. Desprezando os termos de ordem superior a 
dois na expansão da energia potencial, pode-se finalmente escrever 


V=3V"(a\(x-a) =tk(x- a)? . (14.30) 


A energia potencial da molécula para pequenos deslocamentos em relação ao ponto de equi- 
líbrio tem, portanto, a mesma forma da energia de uma mola. Por esta razão, a interação 
entre os átomos é representada esquematicamente por uma mola. 


A energia cinética da molécula pode ser escrita na forma 

K=Imiy +Imã,. (14,31) 
Um sistema de coordenadas mais interessante para a molécula é composto pelas coordena- 
das X (posição do centro de massa) e pela distância x entre os dois átomos. Conforme visto 
no Capítulo 7 (Conservação do momento), tem-se 

MX =m% +mx, Xx=X,—X, (14.32) 


onde M = m, + m, é a massa da molécula. O sistema de Equações 14.32 pode ser resolvido 
para as variáveis x, e x,, para se obter 


n=x-22x, m=x+2r. (14.33) 
M M 
Com estas fórmulas, pode-se escrever 
A am. 
2K=m,(X = +m (X o 
(14.34) 


las kear] 2 
IE (m, +mo)X*. 


=(m +m)X? + 


É conveniente introduzir agora duas novas variáveis. Uma é a denominada massa reduzi- 
da do sistema, definida por 


p= 2. (14.35) 
A outra é a coordenada que define o deslocamento relativo dos átomos 
E=x-a. (14.36) 


As energias cinética e potencial da molécula serão agora reescritas 


K=IM? + ué? (14.37) 

v=k8. (14.38) 
A lagrangeana será então 

L=1MXº +Iuê? 1k’. (14.39) 


As equações de Lagrange para o sistema serão 
MŽ =0. (14.40) 


uÊ+kE=0. (1441) 


Portanto, pelas Equações 14.40 e 14.41, a molécula vibra com fregiência q, = E , en- 
quanto seu centro de massa se move com aceleração nula. u 


Volume 1 / Mecânica 


Exercícios e problemas 


14.1E Uma pedra de massa m é atirada verticalmente para 
cima com velocidade v. Mostre que as ações da pedra na subi- 
da e na descida têm o mesmo valor. 


14.2E Considere um oscilador harmônico constituído de 
uma massa m forçada por uma mola de constante elástica k. As 
condições iniciais do oscilador são x(0) = A, v(0) = 0 . A) Mos- 
tre que a lagrangeana do oscilador varia no tempo na forma 
L=4k4 (cos?w,t —sen?w,t). B) Calcule a ação do oscilador 
no intervalo de tempo entre 0 e T = 27 /%, . 

14.3E Considere que o oscilador descrito em Exercício 14.2 
tenha energia de 1,00 J e fregiiência angular de 6,28 rad/s. A) 
Faça um gráfico de L(t) no intervalo de tempo 0 <1 < 1,00 s. B) 
Faça um gráfico de S(r) naquele mesmo intervalo. 

14.4E Considere um cilindro rolando em uma rampa fazendo 
um ângulo 8 com a horizontal. Seja x a coordenada paralela à 
rampa, com o lado positivo apontando para cima. A) Escreva a 
lagrangeana do sistema. B) Calcule a aceleração linear do cilin- 
dro. 

14.5E Considere um satélite de massa m em órbita em tomo 
da Terra. A) Escreva sua lagrangeana. B) Suponha que o satélite 
esteja em órbita circular de raio R e calcule a ação desenvolvida 
em um período de oscilação. 

14,6P A mola que compõe o oscilador visto na Figura 14.6 
tem massa m. A) Mostre que a mola contribui para a energia 
cinética do oscilador com um termo !mv?, onde vé a velocida- 
de do bloco. B) Escreva a lagrangeana do sistema. C) Calcule a 
fregiiência natural do oscilador. 


m k 


M Figura 14.6 
(Problema 14.6). 


14.7P A) Mostre que a lagrangeana do oscilador visto na 
Figura 14.7 é L= 1 Mj?- Ly? - Mg (y — y,), onde y, é o ponto de 
referência para a energia potencial gravitacional. B) Mostre que 
o bloco oscila com freqiiência angular Vk/M em torno do pon- 
to de coordenada Y=-Mg/k. 


Figura 14.7 
(Problema 14.7). 


14.8P A barra fina vista na Figura 14,8, com comprimento / e 
massa m, oscila como um pêndulo em torno de um eixo à distân- 
cia b da sua extremidade superior. A) Escreva a lagrangeana do 
pêndulo. B) Calcule a sua fregiência natural. 


h 
Figura 14.8 
(Problema 14.8). 


14.9P (Repetição de problema do Capítulo 13, Oscilador 
harmônico.) Ao oscilar forçado pela mola, o cilindro visto na 
Figura 14.9 rola sobre o piso, girando livremente em torno de seu 
eixo. A) Escreva a lagrangeana do sistema. B) Calcule a freqüên- 
cia natural do oscilador. (Observe como a solução é mais sim- 
ples pelo método de Lagrange.) 


RM,I 


Figura 14.9 
(Problema 14.9). 


14.10P* Os deslocamentos dos blocos vistos na Figura 14.10 em 
relação ao equilíbrio são x, e x,. A) Mostre que a energia potencial do 
sistema pode ser escrita na forma V = k(x,? + x,2)+Lx(x, —x,)2. 
B) Escreva a lagrangeana do sistema. C) Escreva as equações 
de Lagrange do sistema. D) Supondo que o movimento do siste- 
ma seja da forma x, = x,, COS@!, x, =x, cost , calcule as suas 


fregiências naturais. 
k 
Pa 


k ER 
þa 
14.11P A Figura 14.11 mostra uma esfera de raio r e massa m 
que rola dentro de um parabolóide. Um corte no plano xy do 
parabolóide gera uma parábola cuja equação é y=1Cx?. A) 
Escreva a lagrangeana do sistema. B) Calcule a fregiiência de 
oscilação da esfera para pequenas amplitudes. 


Figura 14.10 
(Problema 14.10). 


Figura 14.1 
(Problema 14.11). 


14.12P Uma esfera de raio r e massa m, sob o efeito da 
gravidade, rola no interior de uma casca esférica imóvel de raio 
R. A) Escreva a lagrangeana do sistema para pequenos desloca- 
mentos da esfera em torno do equilíbrio. B) Calcule a fregiência 
natural do sistema. 
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Apêndice A Sistema Internacional de Unidades (SI) 


Unidades fundamentais 

Grandeza Nome Símbolo Definição 

Tempo segundo s Duração de 9.192.631.770 períodos da radiação gerada pela 
transição entre os dois níveis hiperfinos do estado 
fundamental do "PCs 

Comprimento metro m Distância percorrida pela luz no vácuo em 1/299.792.458 s 

Massa quilograma kg Massa de um corpo padrāo depositado em Sèvres, França 

Corrente ampère A Corrente que gera uma força por unidade de comprimento de 
2x10?” N/m entre dois fios muito longos, paralelos, 
separados pela distância de 1 m 

Tempreratura kelvin K 1/273,16 da temperatura termodinâmica do ponto triplo da 
água 

Intensidade candela cd Intensidade da radiação de uma superfície de 1/600.000 m? 
luminosa de um corpo negro à temperatura de fusão da platina 
sob pressão de 101.325 N/m? 

Unidades derivadas 

Grandeza Nome Símbolo Definição 

>>> >>> 

Força newton N IN=lkg-m/s 

Pressão pascal Pa 1Pa = IN / m? 

Trabalho, energia, calor joule iJ=1N-m 

Potência watt w IW=1IN-m-s! 

Fregiiência hertz Hz 1 Hz= ls“ 

Carga elétrica coulomb E IC=I1A-s 

Potencial elétrico volt W: 1V=1J/C 

Resistência elétrica ohm Q 10 =1V/A 

Capacitância farad F 1F=1C/V 

Campo magnético tesla T 1IT=INes/Com=1J/Am 

Fluxo magnético weber Wb IWb=1T-m? 

Indutância henry H 1H=1J/A2=1Tm/A 


Apêndice B Constantes universais 


Apêndices 


Descrição da constante Símbolo Valor Unidade 
Velocidade da luz no vácuo c * 299 792 458 m/s 
Constante gravitacional de Newton G 6,672 59 (85) x 10-12 N- m? /kg 
Constante de Planck h 6,626 0755 (40) x 10*  J-s 
Permeabilidade magnética do vácuo H, * 4n x107 N/A? 
Permissividade elétrica do vácuo 1/4, © £, * 8,854187 817 ..x 10 C?/N- m? 
Constante da lei de Coulomb 1 / 47E, k * 8,987 551 787 ..x 10 N- m/C 
Constante de Planck em eV - s ** h 4,135 6692(12)x10"5 eV-s 
Constante de Planck sobre 27 h 1,054 572 66(63) x 10™ J-s 
Constante de Planck sobre 27 emeV sh 6,582 1220 (20) x 101 eVes 
Tempo de Planck (AG /c*)% 4 5,390 56 (34) x 10* s 
Comprimento de Planck ct, =(hG/c')4 4, 1,616 05 (10) x 10% m 
Massa de Planck h/ct, =(hc/G)? m, 2,176 71 (14) x 10* kg 


——————————... 


(*) Valorexato 
(**) 1 e V = 1,602 177 33 (44) x 10” C. 


As constantes c, G e h são as fundamentais; as outras são derivadas delas. 


Apêndice C Constantes eletromagnéticas e atômicas 


.—. 


Descrição da constante Símbolo Valor Unidade 
Carga elementar e 1,602 177 33 (44) x 10” e 
Quantum do fluxomagnéticoh/2e $, 2,067 834 61 (61) x 10:15 Wb 
Resistência quantizada (klitzing)h/e R, 25 812,8056(12) Q 
Magnéton de Bohr eħ / 2m, us 9,274 0154 (31) x 10:34 JT 
Magnéton de Bohr em eV/T * us 5,788 382 63 (52) x 105 eviT 
Magnéton de Bohr em Hz/T u, /h 1,399 62418 (42) x 101º Hz/T 
Magnéton de Bohr em K/T H/k 0,671 7099(57) K/T 
Magnéton nuclear eh / 2m, hy 5,050 7866 (17) x 10 JIT 
Magnéton nuclear em eV/T hy 3,152 451 66 (28) x 103 eV/T 
Magnéton nuclear em Mhz/T Hyh 7,622 5914(23) Mhz / T 
Magnéton nuclear em K/T M, /k 3,658 246 (31) x 104 KIT 
Constante de estrutura fina e?/ 4mE ħc a 7,297 353 08 (33) x 10° 

Inverso da constante de estrutura fina am! 137,035 9895(61 

Constante de Rydberg m e'/8€2 ck R, 10973 731,534(13) 1/m 
Constante de Rydberg em Hz Re 3,289 841 9499 (39) x 10's Hz 
Constante de Rydberg em eV Rhe 13,605 6981(40) V 
Constante de Rydberg em J Rhe 2,179 8741 (13) x 10" J 

Raio de Bohr 4x€, h/m, e? a 0,529 177 249 (24) x 10° m 


>————— meo 


(*) 1 e V = 1,602 177 33 (44) x 10” J 
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Apêndice D Particulas do átomo 


Propriedade Símbolo Valor Unidade 
Elétron e 

Massa do elétron m, 9,109 3897 kg 
Energia de repouso do elétron me 0,510 999 06(15) MeV 
Comprimento de onda de Compton h/m c Àc 2,426 310 58(22) x 10” m 
Raio clássico do elétron e / 4ne m, C=ala, r, 2,817 940 092(38) x 10º m 
Momento magnético do elétron B, 9,284 7701 (31) x 10% JIT 
Fator g do elétron 24, / y, = 2ye I (eħ/ 2m) EA 2,002 319 304 386(20) 

Próton P 

Massa do próton mg 1,672 6231 (10) x 10" kg 
Energia de repouso do próton me 938,272 31(28) MeV 
Momento magnético do próton u, 1,410607 61(47)x 10% J/T 
Nêutron n 

Massa do nêutron m, 1, 674 9286 (10)? kg 
Energia de repouso do nêutron m, e 939,565 63(28) MeV 
Momento magnético do nêutron u, 0,0966 237 07 (40) - JIT 


Algumas relações entre grandezas das particulas 


Unidade de massa atômica u = 1,660 5402 x 10” kg 
Massa do elétron em unidades de massa atômica m, = 5,485 799 03 (13) x 104u 
Massa do próton em unidades de massa atômica m = 1,007 276 470 (12) u 
Massa do nêutron em unidades de massa atômica m, = 1,008 664 904 (14) u 


Razão entre as massas do próton e do elétron m, Im = 1836,152 701 (37) 


Apêndice E Constantes fisico-quimicas 


Descrição da constante Símbolo Valor Unidade 
Número de Avogadro N, 6022136736) 1/mol 
Constante de Boltzmann k 1,380 658(12)x 102 J/K 
Constante universal dos gases N,k R 8,314 510(70) J/mol -K 
Constante de Boltzmann em eV/K k 8,617 385(73)x 105 eV/K 
Constante de Boltzmann em Hz/K kih 2,083 674(18)x 10° Hz/K 
Constante universal dos gases em cal / mol - K R 1,986 2669(17) cal/ mol- K 
Volume molar de gás ideal RT / p V, 0,022414 10(19) mé / mol 
(273,15 K; 101,325 kPa) 

Constante de Stefan-Boltmann o 5,670 51(19)x 10 W/m- K* 
Constante de Faraday N,e F 96 485,309(29) C/mol 
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Apêndice F Dados referentes à Terra, ao Sol e à Lua 


Terra Sol Lua 
Massa (kg) 598x10 199x10% 7,36 x 10? 
Gravidade média na superfície (m/s?) 9,81 214 1,67 
Valor padrão da gravidade (m / s?) 9,80665 
Gravidade média no equador (nível do mar) (m/s) 9,7804 
Gravidade média nos pólos (nível do mar) (m/s?) 9,8322 
Velocidade de escape (km/s) 11,2 618 2,38 
Potência irradiada (W) 3,90 x 10% 
Constante solar (W / m?)* 1340 


(*) Intensidade luminosa da luz solar, para incidência normal, no alto da atmosfera terrestre, tomada a 
média no ano. 


Apêndice G Dados referentes aos planetas 


Propriedade Mercúrio Vênus Terra Marte Júpiter Saturno Urano Netuno Plutão 

Massa relativa 0,0558 0815 1 0,107 318 95,1 14,5 172 =0,01 
à da Terra 

Gravidade na 3,78 860 981 372 229 9,05 71,17 11,0 =0,3 
superfície m/s? 

Velocidade de 43 10,3 112 50 59,5 35,6 212 236 =0,9 
escape km/s 

Distância ao 57,9 108 150 228 778 1430 2870 4500 5900 
Sol (média) 10ºm 

Período da 0,241 0615 1 1,88 119 29,5 840 165 248 
órbita (anos) 

Velocidade orbital 47,9 350 298 241 131 9,64 681 5,43 4,74 
(média) km/s 

Inclinação da órbita 7,00º 339º 0 1,85° 1,30º 2,490 Om LP MD 
emrelação à da Terra 


ll [JvoJ. 
O 
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Apêndice H Outras unidades de medida 


O asterisco (*) indica valor exato. 


Tempo 
* 1 hora = 60 min = 3600 s 
* 1 dia = 86 400 s 


1 ano = 365,24 dias = 3,156 x 107 s 


Comprimento 
* 1 polegada = 0,0254 m 
* 1 pé = 0,3048 m 
* 1 jarda = 0,9144 m 
1 milha = 1 609 m 
1 ano-luz = 9,461 x 10 m 
1 par sec = 3,084 x 10™ m 


Ângulo e velocidade angular 
* 7 rad = 180° 
1 rad = 57,30° 
1 rpm = 0,1047 rad/s 


Força 
* 1 dina = 105 N 
1 kgf = 9,807 N 
1 libra-força = 4,448 N 


Pressão 
* 1 atm = 1,01325 Pa 
1 libra / po? = 6 895 Pa 
1 mm Hg = 133,3 Pa 


Energia 
*IkW-h=3,6 MJ 
1 cal = 4,186 J 
1 eV = 1,602 x 10” J 
1 litro - atm = 101,325 J 


Potência 
1 cv =745,7 W 
1 Btu / min = 17,57 W 


Campo magnético 
* 1 gauss = 10*T 


Fluxo magnético 
* 1 maxwell = 10% Wb 
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Apêndice l Respostas dos exercícios, problemas e questões 


Capítulo 1 


1.1E (A) 3,628 800x10“ ; (B) 2,755 732x107 : (C) 4,034 287 934 927x10% 
1.2E (A) 10%; (B) 10" 

1.3E (A) (12,4+0,3)x10° ; (B) 0,0071+0,0003 

14E (A) 1485 +0,01 ; (B) 3,942 +0,036 


Capitulo 2 


2.1E (A) t = 20 s; (B) t=40s 
2.2P (A) t= 11,1s; (B) t = 22,2 s 


23P t= 


v, -v, 
2.4E Km 170 

2.5E (A) v =22 m/s; (B)a=-12 m/s? 

2.6P (A) a = 6,4 m/s?; (B) d= 51,7 m 

2.7P v =-wAsenot ; a =-w Acoswt 

29Pd=5,5m 

2.10P 7 =0,70 m/s? 

2.11P 7 = -0,60 m/s 

2.12Q Sim. A aceleração nos instantes t =4 s, t= 6 s, t=9 s et = 16 s seria infinita 
2.13E (A) t=5 set= 14 s; (B) t =0; (C) t=10s 

2.14E (A) 7 =0; (B) 7=0 

2.15E (A) 10s <£ < 20s ; (B) 0<t<10s 

2.16E v=-1,7 m/s 
2.18E v = 62 m/s 

2.20P d= 167 m 

2.21P (A) £, = 0,40 s; (B); 
2.23E (A) h = 66,5 m (B); t 
224P 1,11, = J2 -1 


- 
225P (A) t=-De 4 e. (B) v= Ju +2gh 
8 Ve" 


2.26P d=264m 
227Ph=154m 

2.28P (B) V mix = Vad ; (C) v. = 130 kmh 
229P a=9,0x10º m/s 

2.30P (A) t= 11,0 s; (B) d=180 m 

2.31P (B) d=82 m. 

2.32E V =0,36c 

2.33E V=0,976c 


0,44 s; (C) Não 
36s 


Capitulo 3 


3.1E (A)949 m; (B) 121,8. 

. 3.2E (A) 107; (B) a-b =-17,5; (C) axb =42i+24,5k ; (D) e=20,5i+14j-18k . 
3.3E (A) â =0,581i +0,813j , b=—0,504i + 0,863k, àxb = 0,702i +0,410k ; (B) Não. 
34E a=4,33i+2,50j. 
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3.5E (A) A=aj, B=-a(i+k), C=a(-i-j+k);(B) 0=135º 9=90º. 
3.9P (A) v = 120 m/s — j(9,8 m/s), a =-j9.8m / $è; (B) V = i20 m/s — j28,9 m/s. 
3.10E v =464 m/s, a = 0,0338 m/s. 

3.11E a=0,00271 m/s. 

3.12P a',=2,46, a', =3,73. 


3.14P a, =4,44, a, =0,47. 

3.16Q Imprópria. 

6ii + 4ij+ 4ik +3ji + 2jj+2jk +9ki + 6kj+6kk , 
ii + 2jj+ 6kk +3,5(ij+ ji) + 6,5(ik + ki) + 4Gk + kj) 


Capitulo 4 


4.1P (A) v =145 m/s-]50 m/s +k20 m/s; (B) a = i6,0 m/s?-j10m/s?; (C) movimento uniformemente acelerado. 
4.2Q Sim. 

4.3P (A) r = i3,0 m - j24 m + k18,5 m; (B) v = -j23 m/s + k13,5 m/s 
4.5E T=96,5 min 

4.6E a = 5,94 mm/s 

47Pa=40 mis 

4.8P (A) v=4,64x10º m/s ; (B) a=8,77x10" m/s? 

49P h= 1,57 cm 

4.10E h=1x10º m 

4.11E 0 = 20,6° 

4.12E (A) h = 8,6 m; (B) v=7,5 m/s 

4.13E v= 14,1 m/s 

4.14P H = 10,2 m. 


2 
415P d = J279 
8 


4.16P 0 =23° 

4.17E(A)V=v;(B)A=0 

4.18E h = 6,3 cm 

4.19P d=0,51 km 

4.20P (A) V =2v, cos(v.t/R)j: (B) A=-2(v,*/R)sen(v.t/ Rj 


4.21P d = }at’ J2+2cos0 


Capitulo 5 


5.1E F=085kN. 

52E a=6,4m/s*; d=60m. 

53E F =i7,0x10* N+49x10º N. 
SUE v „ =8,6 m/s. 


57E T=mv°/l. 


5.8P (A)mg, T; (B); T=mv°/lsen0 (C) v = Jig/cosð sen6; (D) t=2mVlcos6/g - 
59E (A) h=v,'sen'0/2g: (B) d=2v,' sen0cos8/ g - 

5.10P 0 =45°. 

5.12E(A) t= J8hlg ; (B) v, = 28h. 

5.14P (A) t = 2hilgseng(seng— p, cosq)] (B) v, = V2gh(seng— u, cosġ)/senġ - 
5.15P (A) a = (M —m)g KM +m) ; (B) T =2Mmg (M +m) - 


Apêndices 
5.16P (A) M = V2m: (B) a=(V2-Dg/3. 
5.17P a=V2(F -mg)/2m. 


518P* a, =E, M_MF-(M+mmg „ _MF-(M+mmg 4 


M+m Mem m'+2Mm '`®™ m 42Min 


«=4,-4,, 


onde a é aceleração do paralelepípedo e A é a aceleração do bloco triangular. 


5.19P Peso de cada bola: mg; força de uma bola sobre a outra: V2mg ; força das paredes laterais sobre cada 


bola: mg; força do fundo da caixa sobre a bola de baixo: 2mg. 
5.20P (A) a =2,3x10º m/s? ; (B) F =28x10° N. 

5.21P (A) a =2,3x10° m/s? ; (B) F=28x10' N. 

5.22Q Não. 

5.23Q O cabo ligando os dois blocos se romperá. 

5.24Q Não. 

5.25E y'= -i10 m/s+ j15 m/s - 

5.26P v=u-jgr. 


Capítulo 6 


6.JE AV =0.69 MJ . 
6.2E (A) W=0; (B) W =0,59 KJ; (C) v, =7,7 ms. 
63E AV=269G]. 
64P t= hlg. 
6.5E P = 20.6 kW. 
6.6E P „= 0,785 GW. 
6.TP (A) E=2,9 GJ; (B)P=34kW. 
6.8P AP=33kW. 
6.9P K = 10H. 
6.10P v= 18 m/s. 
6.11P Ax=Ilem. 
6.12P Ah=93cm. 
6.13P ml = ML. 
6.14P F =V, Perda), 
t WA 
6.15P (A)x, =a; (B) E,= D. 
6.16E vw=-25Ne +05 Ne. 
m m 
6.17E (A) v „=5,6 m/s; (B) x=425m. 
6.19Pcos6, =2/3, 0, =48°. 
6.20P L,, L,+2Mglk. 
6.21P* L,, L+2Mglk+mglk. 


Capitulo 7 
TIE(A) p=2,7x10™ Ns; (B) p=1,8x10” Ns. 
TEx =1/2, yop =0433. 
73P Xm =O, Yom =5RI8 

2H? h 

+m,— 

714P h,=—4H+D “2 

m+m, 


7.5E (A) v „= 88 km/h; (B) Voz = 88 km/h. 
7.6E(A) v, =(420i +210j) kmh ; (B) Não. 
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73 t, =i10™t-jL g, vo =i10™-jLgt 
z 290 s 


10 
7.8P (A) 4,8x10° km do centro da Terra; (B) A Terra se desloca 4,8x10° km 
(C) v, =9,7 km/s, v, =0,12 kns - 
my, 
“mem 


710P (A)- r =-jzer: (B) r= 1lcoswt- jagi? + SIsenot) i 


7.11E(A)1=13,5 Ns; (B) F =7,75kN - 

7.13E F=28N. 

7.14Q Não. 

7.15E r=55. 

7.16Q Porque o descarte dos estágios com combustível esgotado diminui a massa do foguete. 
7.17P (A)E=30,0KN; (B)a=60,0 m/s; (C) v=384 m/s. 

7.18P mý = Ru -mg . 

7.19E R =157 kg/s. 

7.20P F =3,6x10* N . 

721P F =57x10° N. 

7.22P (A)F=50N; (B) P = 150 W. 

723P Pn = Pa =140/m,E, En =O017E, E, =0983E. 

7.24E M, reflexão em relação a plano vertical que passa pela partícula de maior massa. 


7.25P 1) M, reflexão em relação a plano vertical que passa pela partícula de maior massa; 2) C2, rotação de 
180º em torno do eixo vertical que passa pela partícula da maior massa. 


Capítulo 8 

8.1E (A)1=-2mv; (B)v,=-v; (C) F=v,\mk. 
8.2P 1=-mv, i3 + 2i+l- 

8.3P (A) v,= 88,2 km/s; (B) 1=385x10 Ns- 


84Pv=M+™ feios) - 
m 
=; E = am 
asp v, -yM Mimi mim += 


l+m/M 


ysi Y) 


87P v y=-412 m/s, vy=1412 mis. 


su. 2 | 
SIRA) nart Jen, im +1-m, Im, 


Tem, /m, 


Va =—(v=vi) 
, 5 
u= m is 


“ ' 
mom em 
8.10E x „= 5,00 F. 

8.11P (A) Não; (B) v, = v, = v. 

8.12F F =M. 

8.14P 0 = 90°. 


8.15P (A) v, =4,33 m/s; (B) v, = 2,50 m/s. 


(B) v= 


v. 


Capítulo 9 


9.2E (A) 0, = 2,66 X 10% s; (B) 0 = Oyy 
9.3E (A) L=2,86x10“ Js ; (B) K =380x10% J . 


9.5Pr=Mgb:; (B) v=Im/Mb. 


Apêndices 


9.6P (A) L=1,25x10º Js; (B) T=3,6x10º Nm. 


M a+b’ 
3 a+b - 
98E I = 0,96 KJs. 
9.9E &@=0,050 s”. 
LERNT 
MR? +2ma° “' 
9.11P M =3m. 
9.12P (A) 1=2ml?; (B) a, =g/4. 
9.13P v= 38L. 


9.14P œ =3gcos6/2L. 


97 I= 


9.10P w= 


9.16P (A) No ponto onde se apoia inicialmente a haste; (B) w=2, Be LE 


918Pa=—8 
1+I/MRº 


9.19P 1=2Ma' 13- 
ki 3 
9.20P I= MR?+ ` Mh. 
20 80 


9.21P 1=0,0936kg-m'. 


Capitulo 10 


10.1E(A) K, =38x10ºJ; (B) L, =1,5x10* Js; (C) æ=13s°; (D) F =48x10 N. 


10.3E (A) a=g/3R; (B) F =Mg16. 
10.4E 0, =31°. 

10.5P (A) Esfera sólida; (B) Anel. 
10.6P b=2R/5. 


10.7P b=R/3. 
fit gs MS E, 

M+m+IIRER 
10.9P a= Mg 


M +IIR +3m18 


Ro, 
10.10P (A) v=— = : (B)I=M 
J5 


J5 


Ro, 


10.11P (A) v, = Es ; (B) Por que violaria a conservação de momento linear; 


Virna 


Mo 1 


(O v, 


10.13P (4) Lakia? +p- 2q, -1dceosp-jseng) ; 


L+1,3 


a 
(C) r=” q, -1 )Gcosp-jseng) - 


10.16E 0=985"*. 
10.17E 6,,=16º. 
10.18E L=29x10” h- 
10.19E L=4,0x10” h 
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Capitulo 1 


ILIE(A) F=2,67x10? N; (B) T=5,34x10º Nm - 
113E g =1,62 m/s? . 

114P g, =9,81432 m/s”. 

11.5E V =-GM° (4+ V2)/ L. 


116E EMT. reR, g=GML.r>R. 
3 r 


GMm 3 GMm 


np v=- Cm Lyr<R, V=- 
R 2 2 


4 TR. 


11.8E Energia equivalente a dez milhões de anos de radiação. 
119E y =-2,24x10º J - 

11.10P E =-162x10™ J. 

11.11P v=7,91 km/s. 

11.13E r =4,22x10 m. 

11.14E r =4,51x10° m - 

ILISP r=2,69x10° m- 

11.16E E =5,79x10" J/kg - 


11.19E Tu -Toe =1,43x10º 5. 


120º a=]. 


11.21E (A) v,=2,37 km/s; (B) v,=59,5 km/s; (C) v, =2x10º km/s - 
11.22E Ag =49x10º m/s”. 
11.24E R, = 8,86 mm 


Capítulo 12 


12.1E 0 =31°. 

12.2E (A)a = 1,9 m/s; (B)d=10 m. 

12.3 (A) F =9,8 N; (B) a= -4,1 m/s. 

124E F=392N. 

12.5P 0=53°. 

126E F =0,015N. 

11.7E v=7,5 cm/s. 

11.8E (A) F =3,8x10° N; (B)Re=0,10, e o atrito inercial é irrelevante. 
129E v, =6,8 m/s. 

12.10E A = 130 m. 

12.11E F =667 N. 

12.12E (A) P=260 W; (B) v=33 kmh. 

12.13E (A) F =11x10° N ; (B) T =5,5x10 Nm. 
12.14E P = 184 cv. 

12.15E P =1,3x10* kW 

12.16P (A) v,=0,6 m/s; (B) Re=3x10". 

12.17P (A) v, =0,6 m/s; (B) Re=7- 
12.18E P =3,1 kW. 


Apêndices 


mg «Sea, 
v=- q-e = 
12.19P v(t) E mó esj 


Capítulo 13 


13.1E (A) x= 1,0m -cos(5,0r/s +60°). y = 1,0m -sen(5,0r/s +60°) ; 

(B) v, = -5,0m/s -sen(5,0t /s +60°)» v, =5,0m/s-cos(5,0t/ s + 60º) - 

13.2E x=0,85cm--cos(5,0t/s + 28,1°) . 

13.3E x= 5,00 cm/s, w=10,057, q, =120°. 

13.4P (A) Pela aceleração aparente; (B) AT =0,00347 s; (C) AT =0,001735. 
13.5P T(t)=mg0, sen” (0,1 +mg cos(, coso, t) . 

13.6P(A)T=1,15s; (B)T=0,81 s. 

13.7E E =0,294 mJ. 


138P pod jA 
2x \ m 


13.10P v = š 
27 \M+IIR? 

13.11E |2,]=5,0, |z,|=15, |z,|= 24,5. 

13.12E 2,=13,26"%, 2, =24,5e"". 


13.15E (A) f =3,114x10°; (B) n=2,21x10*; (C) Q=2x10*. 

13.16P x =10cm- e™®*™ cos(100,00s™t) . 

13.17P (A)x„=1,8 cm; (B) 6=153º; (C) x=1,8cm-cos(100,10s™r 153°) . 
13.21P v=52 kmh. 


Capitulo 14 


142E (A) L=—}kA? (cos? JkImt-sen? JkImt); (B)S=0. 
144E (A) L=}Mš? — MgxsenO; (B) a=} gsenð . 
14.5E (A) L= mi? +}mr’ġ?+GMm/r; (B)S=3mm JGMR . 


1 3k 
14.6P (B) L=1(M + im Lê: (C) -1| E: 
(B) L=4(M + Im)? -4k Lå Era 


va 
ES ng: Ë 7 1 [_ 3210-2) 
148P (A) L=ZHb’ +U -bV emas neo: (B) v= [| ; 


1 Fem l 1 k 
149P (A) L==(M +2)? ke; (B) y= | 5 
E “ar NMR 


14.10P (B) L=$ mi? +i, ) -Eka +x) -iKa a): 


s E k+2K 
(C) mä +k +(x% -x,)=0, mk, +kr, +x(x,-x,)=0; (D) a-f, ai e 


14.11P (A) L=4m(1+Cx?)i2-$}mgCr? ; (B) v “+ fee 


1mg o. mv=l 
zR Or e 


14.12P (A) L= mi 
10 
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Apêndice J Tabela periódica 


Os números inteiros posicionados acima dos símbolos dos elementos exprimem o núme- 
ro atômico deles. Os números que estão abaixo dos símbolos exprimem sua massa atômica. 


Para a definição da massa atômica foram consideradas as concentrações isotópicas 
verificadas na Terra. 


Os números entre parênteses exprimem o número de massa do isótopo mais estável. 


Metais Gases 
alcalinos nobres 
18 


z 
He 
13 14 15 16 17W 
5 6 7 9 10 
B|IC|N|O|F|Ne 
10,81 | 9.012 
13 14 
Al | Si 
12 | 25.98 | 2809 
30 31 32 
Zn | Ga | Ge 


65,38 | 69,72 | 72,59 


48 
Cd | In | Sn Xe 
11241 | 114,82 | 118,69 | 121,75 | 127,60 | 126.90 | 13º 

80 81 82 83 84 -86 
Hg | TI | Pb | Bi | Po 


195,09 | 196,97 | 200,59 | 204,37 | 207,19 | 208,98 | (210) | (210) 


10 11 


Terras raras 
(lantanídeos) 


Actinídeos 


232,04 | 231,04 


Índice 
alfabético 
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Ação 


-e reação, lei da, 76 

- princípio da, 217-226 

--equações de Lagrange, 222-225 

--exercícios, 226 

- - história do, 218 

--mínima, 218-222 

Aceleração, 24 

- angular, 138 

- centrípeta, 44 

- da gravidade, 28 

- instantânea, 24 

- média, 24 

Aceleradores de partículas, 6 

Adsorção, 189 

Aerodinâmica, 194 

Alcance de um projétil, 61 

Algarismos significativos, 13 

Altura do homem, 11 

Anã branca, 140 

Andrômeda, distância até, 11, 115 

Ano, duração do, 12 

Área frontal do corpo, 188 

Aristóteles, 69 

Arquimedes, 2 

Atmosfera, massa da, 12 

Átomo(s), 4 

- dimensão do, 11 

- em um cristal, modelo esquemático das liga- 
ções entre os, 99 

- partículas do, 230 

Atrito, 181-194 

- aerodinâmica, 194 

- entre superfícies de sólidos, 184 

- estático, 184 

- - coeficiente de, 185 

- exercícios, 194 

- hidrodinâmico, 186 

-- inercial, 187 

- - viscosidade, 189 

- número de Reynolds, 191 

- sistemas complexos, 182 

- velocidade terminal, 193 

Auto-energia gravitacional de um corpo, 171 


Bactéria 


- dimensão de uma, 11 

- massa de uma, 12 

Balança 

- de Cavendish, 166 

- de Coulomb, 166 

Batida cardíaca, período da, 12 
Bemoulli, Daniel, 186, 218 
Boltzmann, Ludwig, 3, 182 
Braço da alavanca, 138 
Brahe, Tycho, 3, 69 
Buraco negro, 177 


242 


Cálculo, 4 


- da força a partir do potencial, 98 

- de x(t) a partir de v(t), 23 

- diferencial, 68 

- do momento de inércia de alguns corpos, 145 

- integral, 68 

- matricial, 156 

-variacional, 218 

Calor, 3 

Campo gravitacional, 172 

Caos, 4 

Casca esférica, interação entre uma partícula 
e, 168 

Cavendish, Henry, 166 

Centro de massa, 104-107 

Ciência(s), 4,6 

- naturais, 2 

Cinemática, 18,69 

Coeficiente 

- de arraste do corpo, 188 

- de atrito 

o, 186 

- - estático, 185 

- de penetração aerodinâmica, 188 

Colisão(ões), 121-130 

- elásticas, 122 

- - em duas dimensões, 127 

-- em uma dimensão, 124 

-exercícios, 129 

- impulso da, 123 

- inelásticas em uma dimensão, 126 

- leis de conservação e as, 122 

- significado, 122 

Complexidade, 7 

Complexo conjugado, 207 

Comprimentos, 11 

Comsmologia, 7 

Concavidade da curva, 26 

Conservação 

- da energia mecânica, 95 

- do momento, 103-119 

-- angular, 139, 160 

- - centro de massa, 104 

--exercícios, 118 

impulso, 110 

-- introdução, 104 

-- linear, 107-108 

-- movimento de um foguete, 111 

-- simetria, 113-118 

-- sistema de partículas sob ação externa, 109 

Constante(s) 

- atômicas, 229 

- da gravitação de Newton 

- de Boltzmann, 182 

- de mola, 70 

- de Planck, 161 

- de torção, 166 

- eletromagnéticas, 229 

- físico-químicas, 230 

- universais, 229 


Coordenadas 

- generalizadas, 222 

- transformação de, 45 

Corpo(s) 

- -de-prova, 73 

- área frontal do, 188 

- auto-energia gravitacional de um, 171 
-rígidos, 104, 132 

-~ - rotação de, ver Rotação de corpos rígidos 
Correção na velocidade relativa, 29 


Dados, jogo de, 5 


Derivadas de vetores, 42 
Deslocamento, 34 

- angular, trabalho no, 141 
Dia, duração do, 12 
Diádico, 51 

Diâmetro da Terra, 11 
Difração, 9 

Dimensão 

-da via láctea, 11 

- de um vírus, 11 

-de uma bactéria, 11 

- do átomo, 11 

- do núcleo atômico, 11 

- do Universo, 11 


- dos fluidos, 7, 186 
Dinamômetro, 70, 71 
Distância 

- até a estrela mais próxima, 11 
- até Andrômeda, 11 

-até o Sol, 11 

Doppler, efeito, 155 


- da vida humana, 12 


- do ano, 12 
- do dia, 12 

Efeito Doppler, 115 

Einstein, Albert, 3, 68 

Eixo(s) 

-balanceado, 155 

- paralelos, teorema dos, 144 

- principais de inércia, 156 
Eletrofraca, força, 6 
Eletromagnética, força, 6 
Elétron, massa do, 12 
Empuxo do foguete, 111 
Energia, 85-102 

-cinética, 93 

- mecânica, conservação da, 95 
--lei de, 96 

- no oscilador harmônico, 202 
- potencial, 91, 92 


- - gravitacional de um sistema de partículas, 
167 

Equação(ões) 

- da trajetória do projétil, 60 

-de Lagrange, 218, 222-225 

-- pêndulo físico, 223 

-- vibração de uma molécula diatômica, 224 

- de Maxwell, 3 

- de movimento, 4 , 68 

- linear homogênea, 210 

- não-homogênea, 210 

Equilíbrio 

- estável, 100 

- instável, 99 

Erros, 12 

- operações com números contendo, 13 

Escalar, grandeza, 34 

Escrita, surgimento da, intervalos de tempo, 
12 

Espaço 

- absoluto, 70 

- isotropia do, 76 

Espectro atômico, 115 

Estrela(s) 

- de nêutrons, 140 

-fixas, 70 

- formação das, 172 

- mais próxima, distância, 11 

Euler, Leonard, 218 

Exercício(s) 

-da energia, 101 

- da gravitação, 179 

- da introdução da física, 15 

= das colisões, 129 

- de atrito, 194 

-de leis da mecânica, 82-84 

- de oscilador harmônico, 214 

- de rotação de corpos rígidos, 148, 162 

- do caráter tensorial das grandezas físicas, 53 

- do movimento 

- - no espaço e no plano, 65 

~- retilínio, 30 

- do princípio da ação, 226 

- do trabalho, 101 

- da conservação do tempo, 118 


Fator(es) 

- de mérito, 213 

- de qualidade, 213 

Fenômenos 

- da Natureza, 2 

-- térmicos, 3 

- decorrentes da conservação do momento an- 
gular, 139 

Fermat, princípio de, 9 

Feynman, Richard P, 4 
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